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Résumé

Dans ce travail, nous développons une approche par les polynomes orthogonaux pour des matri-
ces aléatoires de loi orthogonalement et symplectiquement invariantes, qui sont une généralisation
des matrices aléatoires gaussiennes. Nous obtenons successivement des formules exprimant les prob-
abilités marginales de la distribution des valeurs propres en fonction de noyaux matriciels, puis des
formules, généralisant celles connues pour les matrices aléatoires gaussiennes, exprimant ces noyaux
matriciels essentiellement en fonction du noyau reproduisant de la théorie des polyndémes orthog-
onaux. Enfin, nous utilisons ces expressions pour prouver 'universalité de la statistique locale des
valeurs propres a l'intérieur et au bord du spectre, dans un cas particulier, grace aux formules
asymptotiques des polynémes orthogonaux correspondants récemment trouvées.

1 Introduction générale

Les matrices aléatoires étudiées dans ce travail appartiennent a trois classes définies comme suit.
Considérons les espaces vectoriels réels £,1 des matrices symétriques réelles de taille n x n, .5 des
matrices hermitiennes complexes de taille n x n et £,4 des matrices auto-duales quaternioniques de
taille n x n (voir la section 2.1). Les matrices aléatoires en rapport avec notre étude sont définies sur
chacun de ces trois espaces vectoriels réels &,3, 3 = 1,2 ou 4, par la mesure de probabilité

1
Pog(dM) = 7oy exp(—nTrV(M))dM, M € &,p, (1.1)

ou Z,z est la constante de normalisation, dM la mesure de Lebesgue sur l'espace &,3 considéré
et V un polynoéme réel d’une variable réelle de degré pair, noté d + 1 > 2, a coeflicient dominant
strictement positif. Avec cette convention, d est le degré de V' le polynome dérivé de V. Les matrices
aléatoires gaussiennes correspondent au cas ot V()) est proportionnel & A\2. La présence de la trace
dans Pexpression de la densité de la mesure de probabilité (1.1) montre que la loi est invariante sous
I’action par conjugaison du groupe orthogonal, si § = 1, du groupe unitaire, si § = 2 et du groupe
symplectique unitaire, si 3 = 4. Ainsi, les vecteurs propres de la matrice aléatoire M définie par (1.1)
sont distribués uniformément et c’est I’étude des valeurs propres qui rend ces classes intéressantes.

1Ce texte est une nouvelle version, révisée, de “Une approche par les polynomes orthogonaux pour des classes de
matrices aléatoires orthogonalement et symplectiquement invariantes : application & 'universalité de la statistique locale
des valeurs propres”, Preprint BiBoS 00-01-06. Les modifications portent sur la statistique locale des valeurs propres au
bord du spectre, voir les notes en bas des pages 60, 66 et 89 pour les détails.



D’apres [10], les valeurs propres sont toutes réelles et selon [11], la densité de probabilité par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R" des valeurs propres (A1, ..., A,) de la matrice aléatoire M définie par
(1.1) est donnée par

1

= o H A — Mel® Hexp(—nV(/\j)), (1.2)

1<j<k<n j=1

P3O, An)

ou (Qpp est la nouvelle constante de normalisation. Pour le cas 3 = 2, l'utilisation des polynomes
orthogonaux pour exprimer les probabilités marginales de (1.2) en fonction du noyau reproduisant
est relativement simple (voir [10, 11]). En revanche, les cas 3 = 1 ou 4 posent probléme. Cependant,
pour le cas particulier des matrices aléatoires gaussiennes, F. Dyson et M. Mehta (voir [10, 11] et les
références qui s’y trouvent) ont développé la technique du déterminant quaternionique pour exprimer
les probabilités marginales associées a (1.2) a l'aide de noyaux matriciels (ou quaternioniques). Les
éléments des noyaux matriciels sont exprimés a ’aide des polyndémes d’Hermite, qui sont les polynoémes
orthogonaux intervenant naturellement pour les matrices aléatoires gaussiennes.

Récemment, dans [15], C. Tracy et H. Widom ont obtenu des formules générales pour les noyaux
matriciels en utilisant la méthode de la fonctionnelle génératrice (voir [9] et appendice A.17 de [11]),
mais ils ne se sont pas intéressés a la technique du déterminant quaternionique.

Dans la deuxieéme partie, nous vérifions précisément que la technique du déterminant quater-
nionique fonctionne avec les formules données dans [15] pour exprimer les probabilités marginales de
(1.2). 11 suffit d’adapter le schéma des preuves de [10, 11]. Les résultats sont énoncés a la section 2.2.

Les noyaux matriciels sont donc intéressants lorsqu’ils s’expriment a ’aide de polynomes orthogo-
naux et notamment en fonction du noyau reproduisant, comme c’est le cas pour les matrices aléatoires
a loi unitairement invariantes (cas § = 2 dans (1.2)) et pour les matrices aléatoires gaussiennes, voir
les chapitres 6 et 7 de [11]. Cela permet en effet d’utiliser les formules asymptotiques de la théorie des
polynémes orthogonaux pour étudier le comportement spectral asymptotique des matrices aléatoires,
lorsque n — +00.

Dans la troisieme partie, a la section 3.4, nous obtenons des formules pour les noyaux ma-
triciels qui généralisent celles connues pour les matrices aléatoires gaussiennes. Plus précisément, les
éléments du noyau matriciel sont composés d’une partie principale, déterminant les régimes asympto-
tiques, lorsque n — +oo, s’exprimant simplement en fonction du noyau reproduisant et d’une partie
négligeable. Pour obtenir ces formules, ’aspect polynomial de V est tres important, car il implique
que la matrice infinie de 'opérateur de dérivation dans la base des fonctions orthonormales est mul-
tidiagonale avec d diagonales de chaque coté de la diagonale principale. Et la méthode de calcul est
entierement basée sur cette propriété. Notons que H. Widom a obtenu dans [16] des expressions des
noyaux matriciels en fonction du noyau reproduisant, pour des classes de matrices aléatoires plus
générales.

En application, dans la quatriéme partie, a la section 4.6, nous montrons que les formules
précédemment obtenues, permettent de prouver 'existence de la densité d’états et le comportement
universel de la statistique locale des valeurs propres a l'intérieur et au bord du spectre, pour une
certaine famille de polynomes pairs V' de degré quatre, en utilisant les formules asymptotiques de [2].

Enfin, pour terminer cette introduction, nous rappelons que les classes de matrices aléatoires
étudiées dans ce travail s’appellent des modéles matriciels a une matrice en physique théorique
(voir par exemple [6] et les références qui s’y trouvent) et que dans cette terminologie, le polynéme V'
s’appelle le potentiel et les densités de probabilités marginales s’appellent les fonctions de corrélations.
De plus, pour le cas § = 2, 'universalité a l'intérieur du spectre est prouvée pour des potentiels plus
ou moins généraux dans [12], [2] et [5].



2 Expressions des probabilités marginales par la technique du
déterminant quaternionique

2.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons considérer plus généralement que (1.2) le calcul des probabilités
marginales de la mesure de probabilité totalement symétrique sur R", (n entier > 0)

n 1 e
p§ (A, dA,) = 5 IT =Ml T meany), (2.1)
"B 1<j<k<n j=1

ou =1 ou 4 et m est une mesure positive sur R telle que (2.1) définisse une mesure de probabilité
sur R™, c’est-a-dire telle que m posséde des moments absolus d’ordre < (n — 1) i.e.

/ IAFm(d)\) < 400, pour k€ {0,...,8(n—1)}
R

et que la constante de normalisation (qui est donc finie)
n
Q=TT W-nT[mian)
B™ 1<j<k<n j=1

soit strictement positive (la constante de normalisation est aussi appelée fonction de partition en
mécanique statistique). Les probabilités marginales de (2.1) sont définies par

Py (A, ) = / P (AN A A, dA), (2:2)
>\k+17-~-,>\neR
avec k € {1,...,n}. Les résultats de cette partie consistent a exprimer les probabilités marginales a

l'aide de déterminants quaternioniques de matrices auto-duales selon la théorie exposée dans [10, 11].
Voici un rappel, directement issu des chapitre 8 de [10] et chapitre 6 de [11], de quelques faits de cette
théorie utiles pour ce travail.

Un quaternion ¢ est défini comme une combinaison linéaire a coefficients complexes des quatre
matrices complexes de taille 2 x 2 suivantes

(10 (0 -1 (0 = (0
“\o1) 27\1 0 ) 270V o) 7o =i )’

oll 7 est un nombre complexe vérifiant i2 = —1. Donc
q= q(o) + q(l)e1 + q(2)eg + q(g)eg, avec q(j) e C. (2.3)

Le quaternion ¢ est un quaternion complexe. Si les ¢U) sont réels, le quaternion est réel. Un quaternion
peut donc étre représenté par une matrice complexe de taille 2 x 2. ¢(¥ est la partie scalaire et
22:1 gl )ej est la partie quaternionique pure. Le quaternion dual du quaternion (2.3) est défini par

J=1

Nous considérerons des matrices quaternioniques, i.e. des matrices a coefficients quaternioniques. Si
une matrice quaternionique de taille n x n est notée

Qn = (qjk)lgj,kgn’
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la matrice duale de @, est définie par
m: (q;k)lgj,kgn’ avec qzk ZQij pour ]ak € {1,,71}
Une matrice est auto-duale si Q,, = Q,,. Le déterminant quaternionique de Q,, est défini par

Qdet Qp, = Z e (o) H (Qj1j2Qj2j3~~~q]'rj1)(O) )

oESn tous les cycles (]1 — Jo = Jp — ]1) de

la décomposition en cycles disjoints de o

ou S, est le groupe symétrique d’ordre n et € (o) est la signature de la permutation o. Une matrice
quaternionique @, peut étre vue comme une matrice complexe de taille 2n x 2n. Elle est alors notée
C (Qn). Si @y, est auto-duale et que ses éléments matriciels sont représentés par

Gk — ( aj, b >
)
Cjk dj
alors, les relations suivantes sont vérifiées

ajr = dij, bjx=—br; et cjp=—ckj, pour jke{l,....n} (2.4)

Pour terminer cette introduction, énongons les deux résultats que utiliserons par la suite. Posons

z:diag(( _01 (1)>(—01 (1)>)

matrice de taille 2n x 2n diagonale par blocs, avec n blocs diagonaux. On a

Proposition 2.1 [10, 11]. — Soit @), une matrice quaternionique. Alors @,, auto-duale si et seulement
si ZC (Qy) est antisymétrique (complexe) et dans ce cas
Qdet Qn = PE(ZC(Qn)) et detC(Qn) = (Qdet Qn)”, (2.5)

ou Pf désigne le pfaffien d’une matrice antisymétrique d’ordre pair.

Proposition 2.2 [10, 11]. — Soit f : (z,y) — f (z,y) une fonction de R? & valeurs quaternioniques
complexes et soit m une mesure sur R telles que (en supposant que toutes les intégrales écrites existent)
flzy) = [f(y,2), (2.6)
/ fz,x)m(dx) = e (2.7)

R
[1@ni@am@n) = f@2)+df @) f)e (28)

oll ¢ est une constante scalaire complexe et ¢’ est une constante quaternionique. Alors, étant donnés
des réels z; € R, 1 < j < N, la matrice

(f (x5, 551@))1§j,k§N

est auto-duale et

/RQdet (f (@5, 28)) < pey m (dzn) = (¢ = N + 1) Qdet (f (25, 2k)) 1<) pan_1 - (2.9)



2.2 Enoncés des théorémes 2.1,2.2 et 2.3

Nous traitons d’abord le cas 8 = 1, qui se subdivise, pour des raisons techniques, en deux sous-cas
selon que n est pair ou impair, puis le cas § = 4. Définissons la fonction

1/2 si a>0,
e:rx—e(z) = 0 si =0,
-1/2 si z<0.

Soient f et g deux fonctions définies sur R, a valeurs complexes. Posons

N = [ 0= sGm(an).

/Rg(f*f)dmz—/ﬂgf(s*g)dm.

De plus, on désigne par f’ la fonction dérivée de f.

Théoréme 2.1 (le cas 3 = 1, n pair). — Soit (pj(N))jeqo,..n—1} une famille de polynomes réels,

linéairement indépendants et de degrés < n — 1. Définissons
ai= [ Exp)OpNm(@),  pour gk e {0,....n =1}

Alors A = (ajk)o<jk<n—1 est une matrice antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bji)o<jk<n—1
son inverse. Posons, d’apreés [15],

n—1
SOum) = > biepi(N)(e *pr) (),
Ji=0

n—1
DA ) = = Y bipi(Npelp), (2.10)
7,k=0

n—1
I = Y bilexp) (N (e *pi)(p)-

J,k=0

De plus, on définit ST et J par ST (N, p) = S(u,\) et J(\,p) = I(\, i) — (X — ). Enfin, définissons
le noyau matriciel (ou fonction quaternionique)

o1 O 1) = ( 5853 SDT((AA:/L)) ) | (2.11)

Alors, les probabilités marginales (2.2) sont données par

k
n n—=k)!
P (dAg, ..., dAy) _ — ) Qdet (71 (Aps Aq))1<pazk || m(dAy) (2.12)

p=1

et en particulier, pour k = n,

n 1 -
(AL dA) = 5 Qdet (01 (s Ag)1<pgzn [ mldA,).
! 1



Théoréme 2.2 (le cas =1, n impair). — Avec les notations ci-dessus, définissons

o= [ p)NpNmEY) s ke (0,.n - 1),
R

Unj = —Qjp = /Rpj()\)m(d)\) si je€{0,....n—1} et ap,=0.

Alors A = (ajk)o<jk<n €st une matrice antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bji)o<jk<n SON
mverse. Posons

n—1 n—1
SOup) = ST(wA) = biepi(N(E*pr) (1) + > binpi(N),
=0

k=0
n—1
DA\ p) = = Y bupi(MNpw(p), (2.13)
7,k=0
n—1 n—1
I = > bilexp) N (Expe) (1) + D bjn((expj)(A) = (e %p;) (1))
3,k=0 j=0

et J(\, p) =I(\ p) —e(A—p). De plus, définissons le noyau matriciel

o1 (A1) = ( 585; 5%(&‘:3) ) | (2.14)

Alors les probabilités marginales (2.2) sont données par

k
n —k)!
@ an) = " Qaet (01 (4 g [ mian,) (2.15)

p=1

et en particulier, pour k = n,

n 1 -
P (@A dn) = 5 Qdet (01 (A, A1z [ mldhy):
! o
Théoréme 2.3 (le cas 3 =4). — Soit (pj(N))eqo,....2n—1) une famille de polynémes réels, linéairement
indépendants et de degrés < 2n — 1.Définissons

1

ek = 5 /R(pj(k)pk(k) = Pi(N)pe(N)m(dN),  pour j,k€A{0,...,2n —1}.

Alors A = (ajr)o<jr<on—1 est une matrice antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjk)o<jk<2n—1
son inverse. Posons, d’aprés [15],

2n—1
Shp) = ST = Z by (N)pr (1),
4,k=0
2n—1
D\p) = — Y bupy(MNph(p), (2.16)
4,k=0
2n—1
IO = > bupi(Npk(p).
4,k=0
Définissons le noyau matriciel
_ 1/ S\ u D\ p)
T =5 ( I pm) ST\ p) ) (217)
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Alors les probabilités marginales (2.2) sont données par

k
n n—k)!
P (dA, ... dAg) = Q Qdet (04 (Aps Ag))1<pgzi | [ m(dXy) (2.18)
! s
et en particulier, pour k = n,
n 1 -

pz(L )<d)‘17 s dAn) = ol Qdet (a4 (Ap, Ag))1<p.g<n H m(dAp).

! o

2.3 Preuves des théoremes 2.1, 2.2 et 2.3

Remarquons d’abord que, d’'une maniere générale, toutes les intégrales écrites existent d’apres
les hypotheses faites a la section 2.1 sur la mesure m. De plus, si on note T la matrice formée des
coefficients des (pj(/\))OSjSNg (avec N1 = n —1 et Ny = 2n — 1) dans la base des monoémes, cette
matrice est carrée de déterminant non nul car les (p;(A)) << N, sont linéairement indépendants et de

degré < Ng. De plus, les résultats du chapitre 8 de [10] et de [15] montrent que
PEA = Qug det T £ 0,

donc det A # 0 et A est inversible. Ainsi, d’apres les propositions 2.1 et 2.2, il suffit de prouver que
la matrice quaternionique Q, = (05 (\j, A\r))1<jk<n est auto-duale (2.6), puis, avec (2.5), que son
déterminant quaternionique Qdet @), est proportionnel (& une constante multiplicative non nulle prés)
a [ li<jcran i — Me|? et enfin que la matrice @, satisfait aux deux dernieres hypotheses (2.7) et (2.8)
de la proposition 2.2. Enfin, une application itérée de (2.9) donnera (2.12), (2.15) et (2.18).

Le caractere auto-duale de la matrice quaternionique @,, qui équivaut a (2.4), correspond aux
propriétés suivantes, immédiates, d’apres 'antisymétrie de B : D(A\, u) = —D(u, X)), I(A\, ) = —1I(u, A),
J(\, i) = —J(p, \) et par définition ST (X, ) = S(p, A).

PREUVE DU THEOREME 2.1 (le cas 3 = 1, n pair). —

Premieérement : Considérons @, comme une matrice complexe de taille 2n x 2n, notée C(Q,) et
montrons que det C'(Q,) est proportionnel au carré de H1§j<k§n [IAj — Agl, pour Ay < -0 < Ay
Remarquons d’abord que d’apres (2.10), on a

2
det (D Ak)) 1< = det B (et (0;(n)ojan 1azken) =¢ T1 1= Ml
1<j<k<n

ol ¢ = det B x (det T)* # 0. De plus, d’aprés (2.10) et (2.11), il vient

(SO AR) DAL AR
C(Qn) - ([()\j’)\:) ST<)\j7)\kk) >1§j7k§n

- p; (M) ) B( (exp)() —pi(A

( (expi)M) S ocicn-11<kn (PO =Pi) Jogjcn-richen:

Ainsi, C(Qn) est une matrice de rang < n et comme det (D(A;, Ak)); < <, est un mineur non nul
d’ordre n, les n lignes indexées par j € {1,...,n}, ( I\, M) ST(N, k) ) sont combinaisons

1<k<n
linéaires des n lignes ( S(Aj, \g) D(Aj, Ax) )1<k<n. Donc

S(N\j, Ak) D(X\j, \k) >
det C(Q,) = det J J
et C(@n) ¢ < —e(Aj — Ax) 0 1<j,k<n

= det (—£(\j — M)y pen X et (DO, M) 1< pocn -

7



Or, comme det (—e(\; — )\k))Kj R 1/2" indépendamment des \;, j € {1,...,n}, (voir le chapitre

6 de [11]), cela montre que det C(Qy) est proportionnel a [[;<; <, [Aj — Ax|?. Enfin, comme QdetQ,,
est une fonction continue totalement symétrique sur R", on déduit de la continuité que Qdet@,, =
¢n [li<jer<n |Aj — Akl # 0, olt ¢, est une constante indépendante des A;, j € {1,...,n} pour
AL < - < Ay et Iégalité est valable partout par symétrie.

Deuxiemement : Vérifions les deux derniéres hypotheses (2.7) et (2.8) de la proposition 2.2. On a

Jaonman = [(5GY (D)) mav.

car D et I sont des fonctions antisymétriques. Donc l'intégrale (2.7) est bien un scalaire de valeur

n—1
[sONm@ny = 3 b [ 5OVEp)Nm@y
k=0

n—1

= ) bjray; =TrBA=n.
5,k=0

Prouvons que (2.8) est satisfaite, c’est-a-dire que

[ o1 oo () midn) = o () +9 )

GO = < /2 By )al(A,y)—al()\,y)< e s )

Ceci équivaut aux trois relations (la quatrieme est automatiquement vérifiée par symétrie)

avec

J8Ou)S () + DO I )m(di) = SOu), (2.19)
[(8 0 D) + DS (i) = 2D (), (2.20)
/ (TN )8 () + 8 (. X) T, v))m(dps) = 0. (2.21)

Vérifions que la relation (2.19) est satisfaite

n—1 n—1
/( Z bikpj(N) (e * pr) (1) Z bempe() (€ x pm) (v))m(dp)

J,k=0 £,m=0
n—1 n—1
- / (S bipspk() 3 bem (e % 0e) (0)(E % ) () ()
J,k=0 £,m=0
n—1
+ / (3 b Vs (e — v))mldp)
7,k=0
n—1 n—1 n—1
= S B NE* @) Y biklare — amdbem — 3 bixps (V) (e x pr) ()
Jm=0 k=0 4,k=0

= 2S(\v)=S(\v)=S(\v).



Vérifions la relation (2.20)

n—1 n—1
- / (3" bieps N E*p) (1) S bempe(a)pon (v))m(dps)

3,k=0 £,m=0

n—1 n—1
[ b ) 3 b )& o))l

J,k=0 £,m=0
n—1 n—1
= = > piNpm(v) Y (bjrancbem + bjrasbme)
3,m=0 k=0

n—1
= -2 Z bjmpj(A)pm(V) =2D (/\’ l/) .

7,m=0

Vérifions la relation (2.21)

n—1 n—1
JO balep)ONEp) ) 3 bompili) e % ) ())m(ds)

]7k:0 f,m:O

n—1
- / (S bompe() (& * ) (@)X — ))m(dp)

£,m=0

+ [ tramn) (e p)A) 3 ban(e ))& ) )l

j7k:0 Z,m:O

n—1
= (3 b (e p) e~ )ymic)
7,k=0
n—1 n—1
= Z (e xpj)(A) (€ * pm)(V) Z (bjkakebem + brjaekben)
j,m=0 k=0

~ (3 bt ) * )

£,m=0

n—1
T / (3 bij(e 5 o) () e % ) () m(dp)

j,k=0
= 2I(\v)—I(\v)+1(v,\)=0.

D’ot, o1 (A\, p) vérifie les conditions de la proposition 2.2, avec ¢ =n et ¢/ = < 1(/)2 _?/2 )

PREUVE DU THEOREME 2.2 (le cas 8 = 1, n impair). —

Premierement : Comme précédemment, considérons @), comme une matrice complexe de taille 2n x 2n,
notée C(Qy) et prouvons que det C(Qy) est proportionnel au carré de [[;;_j<, [Aj — Ag|. Mais ici,
comme B est d’ordre n+1 et que 'expression (2.13) de D(\, p) fait intervenir les éléments d’une matrice
antisymétrique d’ordre impair (donc de déterminant nul), on ne peut pas procéder directement pour
obtenir le résultat voulu. On procede différemment en adaptant la technique proposée au chapitre 8




de [10] et au chapitre 6 de [11]. Posons

sm) = 3 bups N (e p)N) = 5T ( ),
7,k=0

o) =3 bielexp) N % p)N), (2.22)
7,k=0

n—1
a(d) = D binpi(N)
7=0

et on a S(A, u) = s(\, 1) + a(N).

La matrice (bji)o<jk<n—1 est antisymétrique d’ordre impair, donc de déterminant nul. Plus
précisément, cette matrice est de rang n — 1. En effet, comme det B # 0, I'un des mineurs d’ordre
n de B par rapport a sa derniere colonne est non nul et ce ne peut étre celui par rapport a b, car
det(bjk)o<jk<n—1 = 0. On peut donc en déduire que ce mineur possede lui-méme un mineur d’ordre
n — 1 non nul par rapport a sa derniere ligne qui est issue de le derniere ligne de B. Donc ce mineur
non nul d’ordre n — 1 est aussi un mineur de la matrice (bjx)o<;jk<n—1, d’ol le résultat. On sait alors
qu’il existe une matrice orthogonale réelle U de taille n x n, telle que

Z 0
(bjk)o<jk<n—1 =U ( ) ‘u, (2.23)

sma (5 0) - (5h)

matrice de taille (n — 1) x (n — 1) diagonale par blocs, avec (n — 1)/2 blocs diagonaux. Posons

( pj(Ak) ) U:<"f’j()\k)> .
(€% pj)(A) 0<j<n—1,1<k<n 55(Ak) 0<j<n—1,1<k<n

Alors, avec (2.22) et (2.23), on a
( s(Ajs Ak) DA, Ak) >
i()\j, )\k) ST(AJ‘, >\k) 1<j,k<n

_ (i) Z 0 | .
- ( 3;(/\’0 >o<j<n—1,1<k:<n< 0 0 ) (siQn) =1 Jogjcnrashan  (229)

avec

. N . . . Z 0
Ce qui donne, compte tenu des dernieres ligne et colonne de zéros de la matrice < 0 0 >,

s(Aj, Ae) = Z ZpqTp(Aj)sq(Ak),
P,q=0

i\, \) = Z Zpasp(Nj)sq (), (2.25)
p,q=0

D\, \) = Z Zpgp(Nj)rq (k)
p,q=0

10



Soit 4 > 0, considerons la matrice

7”0()\1) 7‘1()\1) e ’r‘n_g()\l) Ot()\l)

. 80(?\1) 81(51) 8n—2.(>\1) 1{5 7 0

s = : : " : : 0 6§
TO()\n) 1 (An) te Tn72()\n) a()\n)
So(An) 81(/\n) ce Sn_Q(/\n) 1/(5

80()\1) —7“0(/\1) e S()()\n) —T'[)()\n)

51(A1) —ri(A1) o s1(An) —71(An)

X : : : : ;
Sn—Q(Al) _rn—2(>\1) tee 5n—2()\n) _Tn—Z()\n)
1/ a(Ar) 1/ a(Ap)
alors (2.24) et (2.25) donnent
o s(AjAk) Fa(Aj) DA, Ag) + 0a(Aj)a(Ag)
Cs = ( oA 4178 PO ) + a0 )KJ,’M‘ (2.26)

La matrice Cs est de rang < n et le calcul suivant montre qu’elle est de rang n. En effet

det (D(Aj, Ag) + da(Aj)a(Ag))

1<j,k<n
= det ((pj()‘k))lgj,kgn (bjk + 6bjnbin) o< j p<n—1 (Pk(AJ))lggkan>
= ¢ JI 1N = AlPdet (b + 6bjnbin) o pon—1 - (2.27)
1<j<k<n
ot ¢ = (detT)? est une constante non nulle. Or, si on note ( c1 o+ Cp o Cp ) les n colonnes
bOn

de la matrice (bjz),, <jk<n—1 € d le vecteur colonne bjn , un développement par multilinéarité

bn—l,n

donne (car det (bjk) o< x<,_; = 0 et les cas ol d est répétée ne contribuant pas)

n—1
det (bjk + 5bj”b’m)0§j,k:§n—1 = Z Obgy, det ( c1 -+ Cp—1 d Cgy1 - Cn ) .
k=0

Ainsi, il vient

n—1
det (b]k + 6bjnbkn)0§j,k§n—l = Z b det ( 1 Cp_1 Ckr1 ot Cp d ) X (_1)n+1+k
k=0
= ddet B. (2.28)

Car, c’est le développement par rapport a la derniere ligne de det B # 0. On en déduit que les n lignes
indexées par j € {1,...,n}, ((i(Aj, Ae) +1/6  ST(Aj, \p) )1<k< de (s sont combinaisons linéaires

des n lignes ( S(A\j, \e)  D(Aj, A) + 6a(Aj)a(Ae) ), Considérons maintenant
SO, Ae) DA, Ak) + da(Aj)a(M) >
C(Q,(5)) = J J J .
(Q ( )) ( J(Ab)‘k‘) ST()‘ja)\k) 1<j,k<n

11



D’apres (2.26) et le travail effectué sur Cy, il vient

det C(Qn,(5))
det < S(Aj, Ak) D(Aj, Ar) + da(Ag)a(Ak) >
—1/6 —e(Nj — M) + (e xa)(Nj) — (e * ) (M) 0 L <ik<n
= A(é) x det (D()\j, )\k) + 604(Aj)a()\k)>1§j,k§n , (2.29)

avec

A(8) = det (—=1/6 —e(Aj — M) + (Ex @) (Aj) = (Ex W) (Ak))1<jp<n -

Or, le calcul d'un déterminant de la forme de A(0) est effectué a 'appendice A.19 de [11] et il donne
A(d) = £1/9, indépendamment des Aj, j € {1,...,n}. D’ou, d’apres (2.27), (2.28) et (2.29), il vient
det C(Qn(9)) = ¢ [[1<jcr<n |Aj—Ak|?, ot la constante ¢’ est indépendante de §. Comme le déterminant
est continu et que lims_,0 C'(Qr(d)) = C(Qn), on obtient le résultat.

Deuxiemement : Vérifions les deux dernieres hypotheses (2.7) et (2.8) de la proposition 2.2. On a

[oroxman = [ ( Y son )m(dw,

car D et I sont des fonctions antisymétriques. Donc 'intégrale (2.7) est bien un scalaire de valeur

n—1 n—1
/ SAAmAN) = Y b / pi(N) (e *pr)(Nm(dX) + ) bjn / pi(\)m(d\)
§,k=0 =0
n—1 n—1 n—1 n
= Z bjkakj + Z bjnanj = Z Z bjkakj =n.
J:k=0 j=0 j=0 k=0

Il reste & prouver que les trois mémes relations que dans le cas n pair sont vérifiées.

12



Vérifions la relation (2.19)

n—1 n—1 n—1 n—1
/( > bieps N (E* ) (1) + Y binpi (V)Y bempe(p) (& % pin) (v) + Y benpe())m(dpe
£=0

4,k=0 §=0 £,m=0

n—1
- / (3 bn;(\pe()

5k=0
n—1
X( Y bem(expe) (1) (e xpm)(¥) = (i = v) + Y ben((e % pe) (1) — (€ % pe) (v)))m(dp)
£,m=0 £=0
n—1 n—1 n—1
= D piNExpm) @) (D bikarebom + Y bjnancbem)
3,m=0 k=0 £=0
n—1
=Y PN (e*pm) Z bjkaekbem) + ij Z bjkakebem + Z bjnaneben)
jm=0 o t=0 k,t=0
n—1
= bepi N ExpR) (V) = D bigben(ampi(N) — ankp;(A)(€ * pe) (v))
5k=0 GJerl=0
n—1 n—1 n—1 n—1
= > piNE*pm) )2 D bikambom + > bintnebem + > biktnkbmn)
3,m=0 k,£=0 £=0 k=0
n—1 n—1 n—1
=) bapi (N (E* k) () + Y pi(N) Z bjkakeben + Z bjntneben — > bikaskben)
J,k=0 Jj=0 k=0 4.k, 6=0
n—1 —
= Z p] 5 *pm Z 5j€b€m + Z bjk(skm Z bjkpj()‘) (5 *pk)(y)
Jym=0 4,k=0
n—1 n—1
+> P (N2 bjkbkn + bin)
i=0 k=0

= S(A_,V).

Vérifions la relation (2.20)

n—1 n—1 n—1
/ (D biwps (e *p) (1) + D binpi ) (= D bumpe()pm(v))m(dp)

7,k=0 7=0 £,m=0
n—1
/ S b PG S bt ) ) + 3 b))
7,k=0 £,m=0 =
n—1
= Z Z bjkakébém Zb]nanébém - Z b]kaékbmé Zb]kankbmn
74,m=0 k,£=0 k=0
—_ n—1 n—1
- Z bjmDi(N)pm (V) Gjebem + Y bikdkm) = 2D (A, v).
7,m=0 =0 k=0
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Vérifions la relation (2.21)

n—1 n—1
/( D binlexp)N)(E*pr) () + Y bjn((e % p))(A) = (£ % p) (1) — (A = 1))
3,k=0 j=0

n—1 n—1
(D bempe(p) (e % pn) () + Y benpe(p))m(dp)
=0

£,m=0

n—1 n—1
+ [(3 e p)) + > b))

k=0
n—1
(S bemle %) () %))+ S binl(E % pe) (1) — (& 5 pr) () — (4t — ) dps)
£,m=0 /=0
n—1
= 3 )N E ) V)
7,m=0
n—1 n—1 n—1 n—1
x( Z bikakebem + Z brjaekbem + Z binanebem — Z bijankbmn — bjm + bmj)
k(=0 k(=0 =0 k=0
n—1 n—1 n—1
+ Z €% pm)( Z binajebem + Z bkn@erbem — Z brn@nkbin + bmn)
4,6=0 k(=0 k=0
n—1 n—1 n—1 n—1
D (exp) N bjkareben + Y bjntneben — bjn + Y brjerben)
=0 k,0=0 =0 k=0
n—1 n—1
- Z bintjecben + Y Drnaokben
= k(=0
n—1
= Z e xpj)(A) (€ * pm)( Z jebem + Z bikOkm — 2bjm)
7,m=0 k=0
n—1 n—1
+ Z 5 *pm Z 5nfbfm bmn(snn + bmn)
=0
n—1
+ Z(g 5 9)) (N2 bikdkn + bindnn — bjn) + bun — bun = 0.
- k=0

1/2
Ainsi, o1(), p) vérifie les conditions de la proposition 2.2, avec ¢ = n et ¢ = ( (/) _?/2 >

PREUVE DU THEOREME 2.3 (le cas § =4). —

Premiérement : Considérons @), comme une matrice complexe de taille 2n x 2n, notée C(Q,) et

prouvons que det C(Q)y,) est proportionnel au carré de H1<j<k<n IAj — A\k[% On a

_ SN Ak) DA, Ak)
det C(Qn) = 22n det ( I()\j, Ak) ST()\]', k) \<ihen

P(Ak) )
= et [ (7 B( pi(h) —#(\
2 << i) ) o<jcon—11<kn (P =25 (0) )0§j§2n—1,1§k§n

1 2
= o det B (det (piOw) Pi(A)

¢ 4
= oz det B T =
1<j<k<n

2
)05j§2nf1,1§k§n>
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ol ¢ est une constante non nulle (voir le chapitre 7 de [10]), telle que

det ( i (M) P5O) )ojcomrichen =€ 11 =M™

1<j<k<n

Deuxiémement : Vérifions les deux derniéres hypotheses (2.7) et (2.8) de la proposition 2.2. On a

Joonman =3 [(5GY af

car D et I sont des fonctions antisymétriques. Donc 'intégrale (2.7) est bien un scalaire de valeur

2n—1

) miax,

/S A A)mdy) = > bjk/pj )pe(A)m(dN).

7,k=0
Or
2n—1 2n—1
>~ by [ BN == 3 b [ B Nm(N)
4,k=0 4,k=0
d’oit
2n 1 m
/s (A, A)m(dA) kzobjk% pa= 5 =n
]

Prouvons que [ o4 (A, p) o4 (g, v)
étant automatique par symétrie)

m(dp) = o4 (A, v). Ceci équivaut aux trois relations (la quatrieme

/ (S (A ) S (1 v) + DO I(wv)m(ds) = 25(Av), (2.30)
[(8 0 D) + DOS (i) = 2D (), (2.31)
[0S (10) + 8 (V) T v)mid) = 20 (00). (2.32)

Vérifions la relation (2.30)

2n—1 2n—1
/ (3 b (Vpe) > benl()pm () m(dp)
5,k=0 £,m=0
2n—1 2n—1
- / (D baup(VPh() D bempe()pm(v))m(dp)
5,k=0 £,m=0
2n—1 2n—1 2n—1
= 2 ) Pi(Npm(¥) Y bjgareben =2 Y bimpi(Npm(v) =25 (A, v).
4,m=0 k=0 3,m=0
Vérifions la relation (2.31)
2n—1 2n—1
- / (S bt Npe() S bemh(1)pl (v))m(dp)
7,k=0 £,m=0
2n—1 2n—1
- / (S bty NP () S b, ()pe12))m(dps)
7,k=0 £,m=0
2n—1 2n—1 2n—1
= =2 ) PiNPL) Y bikarben = =2 > bimp;(Mp,(v) = 2D (A, v).

7,m=0

k,6=0 4,m=0
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Vérifions la relation (2.32)

2n—1 2n—1
[ bans ) 3 bentilpn(v)m(dp)
J,k=0 £,m=0
2n—1 2n—1
+ [ iphwm ) 3 bepalilpn(v)m(dn)
J,k=0 £,m=0
2n—1 2n—1 2n—1
= 2> piNpm(¥) Y bikarben =2 Y bimpi(Npm(v) =2 (\,v).
7,m=0 k=0 7,m=0

Ainsi, o4()\, p) vérifie les conditions de la proposition 2.2, avec ¢ = n et ¢ = 0.

3 Expressions des noyaux matriciels dans le cadre de la théorie des
polynémes orthogonaux

3.1 Introduction

Dans cette partie, nous poursuivons les calculs pour améliorer les expressions des noyaux ma-
triciels trouvées dans la deuxiéme partie, pour le cas ou la mesure m dans (2.1) posséde une densité
wy, sur R, de la forme wy,(A) = exp(—nV (X)), ou V(A) est un polynéme comme spécifié dans 'intro-
duction générale. De plus, pour famille de polynémes intervenant dans les théoremes 2.1, 2.2 et 2.3,
nous considérons les polynoémes orthogonaux par rapport au poids exp(—nV (A)) pour le cas =4 et
exp(—2nV (\)) pour le cas 3 = 1.

En fait, il s’agit plus précisément d’exprimer les noyaux matriciels essentiellement a 'aide du
noyau reproduisant de la théorie des polynémes orthogonaux. Cela permet une utilisation efficace
de 'approche par les polyndémes orthogonaux dans le cas des matrices aléatoires gaussiennes et des
matrices aléatoires a loi unitairement invariant, car on peut alors utiliser les formules asymptotiques
pour les polynémes orthogonaux (voir [2], [5] et [11]).

On rappelle que des formules générales (utilisant la théorie des opérateurs intégraux) ont déja
été obtenues par H. Widom dans [16]. Ici cependant, grace a I’hypothese tres particuliere sur la densité
du poids w,, (I'aspect polynomial de V' est déterminant et il se concrétise dans les lemmes 3.1 et 3.6),
nous obtenons des formules trés proches de celles connues pour les ensembles gaussiens.

Cependant, pour cela il faut légérement modifier la définition du noyau matriciel pour le cas
[ =4 et insérer la densité de la mesure m dans I'expression du noyau matriciel.

Premierement : le cas G = 1.

Soient (¢ (X)) e les polynomes orthogonaux sur R associés au poids exp(—2nV ())). Ils vérifient
/ 70 (N) T (A) e 2V N\ = Otm, Ogm, symbole de Kronecker.
R

Notons
YN =m (N e ™V reN,

le systeme de fonctions orthonormales de L? (R, C) correspondant et introduisons les noyaux repro-
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duisants

n—1
K, = Y 4@y, (3.1)
=0

n—1
k, = E T & ;.
7=0

Alors, avec les notations ci-dessus, on a

Proposition 3.1 (le cas f =1, n pair). — Définissons les coefficients
1 ‘ .
wi= [exv)in et eu=g [ Wihi—v) =2 (V' 0),eG-h), SkeN (32

ou % désigne la convolution usuelle dans L? (R,C), 1 désigne la dérivation et J est la matrice (de
Jacobi) infinie de Uopérateur de multiplication par la variable X de L? (R, C) dans la base (¢ (X)) e -
La matrice A = (a;i)o<jr<n—1 est alors antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bji)o<jk<n—1 SON
inverse. Posons

n—1
Su(Ap) = Sy A) = > byt (M) (e * dy) (1),

4,k=0

n—1
Da(Ap) = = bisthi(Nw(p),

7,k=0

n—1
I\, p) = Z bir(e x ;) (N) (e * ¥r) (1)

5,k=0

et Jn(A p) = I,(A\, 1) — (A — ). On définit le noyau matriciel

S\ ) Dn(\p)
on1 (A, p) = < TN ) ST\ p) >

Alors les densités des probabilités marginales (2.2) de (1.2) sont données par

!
Qdet (a1 (Ap; Ag)r<pgs<h, K €{l,...,n}

n (n_k)
p;(cl)()\lv---,)\k) =0

et en particulier, pour k = n,

1
P An) = — Quet (001 (Ap, A1 <pg<n

De plus, on a les relations

Sn (Avu) = _(5u * Dn) ()‘nu’) )
JoOvm) = (kS0 Oum) 2 (A= p).
Proposition 3.2 (le cas f =1, n impair). — Awvec les notations ci-dessus, définissons
ay = aj s j,ke{0,...,n—1}
et ap; = —daj,= /ij()\)d)\ si je{0,...,n—1} (3.3)
et a, = 0.
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La matrice A = (a;k)ogj,kgn est alors antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjk)o<jk<n SON
tnverse. Posons

n—1 n—1
7=0

k=0
n—1
Dn(Ap) = = bisthi(Nn(p),
Jk=0
n—1 n—1
LA ) = Y bk(ex )N Ex ) (1) + Y bin((e x15) () — (£ % 15) (1))
3,k=0 j=0

et Jp(Ap) = In(A, 1) —e(A— p). On définit le noyau matriciel

on1 (A p) = < Jn(A ) ST\ p) )

Alors les densités des probabilités marginales (2.2) de (1.2) sont données par

(n—k)!
n!

P (A, M) = Qdet (01 (A, A))1<pg<t, k€ {1,...,n}

et en particulier, pour k = n,

n 1
pg )()\1, N nl Qdet (on1 ()‘p’ )‘q))lﬁp,qﬁn'

PREUVE DES PROPOSITIONS 3.1 ET 3.2. — Prenons py (\) = 7y () dans les théoremes 2.1 et 2.2 et
remarquons que la preuve est indépendante de la parité de n et qu’il s’agit simplement de montrer que
nous pouvons insérer la densité du poids dans l'expression du noyau matriciel. D’apres (2.12), (2.15),
on a

k
n n—k)! o
pl(ﬁ‘l)()\17’Ak) = ( n' ) Qdet (0'1 ()\p’)\Q))lﬁp,qSkHe Vv(>\p)7
! e
donc
2 k
(n) 2 (n — k)!) S(Ap, Ag)  D(Ap, Ag) V()
p A PR A = ( det e 2
(1" (M1 k) n! TOp Ag) ST(Ap, Aq) B
il suffit alors, par multilinéarité, de multiplier chaque ligne ( S(Ap, Aq) D(Ap, Ag) )1<q<k par e "V (%)

D(Xp, Ag) > _
par e
ST()‘Pv)‘q) 1<p<k

théoreme 2.1 pour prendre la racine carrée.

nV(Aq)

et chaque colonne < et d’appliquer le raisonnement de la preuve du

Deuxiemement : le cas § = 4.

Soient (7 (A)),cn les polynomes orthogonaux sur R associés au poids exp(—nV'(A)). Ils vérifient

/ 7o (N) T (V) e VAN = 6.
R

Notons

_ nV ()
2

Ye(N) =m(N)e , LeN,
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le systeme de fonctions orthonormales de L? (R, C) correspondant et introduisons les noyaux repro-
duisants

2n+d—1

Konya = Z V; ® by,
=0

2n+d—1
koptd = Z T & Tj.
J=0

Alors, avec les notations ci-dessus, on a

Proposition 3.3 (le cas f =4). — Définissons les coefficients

aji = %/R(W;“ — Plhy) = g (v’ (J))jk (2e) (k—j7) et cjp= /R%(e*wk), j,keN. (3.4)

La matrice A = (aji)o<jk<zn—1 est alors antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjk)o<jk<2n—1
son inverse. Posons

2n—1
Sa(hp) = SEA) = Y bt (Vi)
i k=0
as ’ 2n—1
Dn()‘hu') = _8—:()"/1’) = - Z bjkwg()‘)d};c(lu’)a
i, k=0
2n—1 ’
L p) = bt (Nvn(p).
3,k=0

On définit le noyau matriciel

1 Sn(A ) Dp(X, @)
ona (A, p) = —< ]n()\,ﬁ) SZ(A,ZL) >

2
Alors les densités des probabilités marginales (2.2) de (1.2) sont données par

(n—k)
n!

. !
(A, M) = Qdet (0na (Aps Ag))1<pg<is k€ {1,...,n}

et en particulier, pourk = n,

n 1
pz(L )()‘17 cAp) = ol Qdet (74 (Ap, Ag))1<p,g<n-

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.3. — Prenons py (\) = 7, () dans le théoréme 2.3. Remarquons
d’abord, que
. — 1 . , /
ik = 5 (%@Z’k—%ﬂ)kz)
R
1 n n VvV
= 5/R ((Trj(wf€ - EV’W;C) — (= §V/7Tj)ﬂ'k> e "

= %/}R(ﬂjﬂ-; — 7[';-7'%) eV,

Puis, dans la définition des éléments du noyau matriciel o4 remplaons 7r§- par 7r§- —5V'm; et remarquons
que la preuve du théoreme 2.3. fonctionne toujours car

det( Wj()\k) W}()\k) )0§j§2n—1,1§k§n = det( Wj()\k) (7r3(/\k) —_ % ’()\k)wj()\k)) )0§j§2n—1,1§k§n'
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Enfin, il reste & montrer que nous pouvons insérer la densité du poids dans ’expression du noyau
matriciel. D’apres (2.18), on a, en procédant comme précédemment

- 2
00w = () et (F0 ) D002

k
eanVKApX

>1§p,qSk p=1

—nV(Ap)/2

Il suffit alors, par multilinéarité, de multiplier toutes les lignes par e et toutes les colonnes

par e_nV(AQ)/2'

3.2 Lemmes préliminaires

Premierement : le cas g = 1.

Lemme 3.1. —

Jj—1 j+d
71';-: Z 2cjpm et 1/);: Z cjkr  pour tout j €N
k=j—d,k>0 k=j—d,k>0
Lemme 3.2. —
k+d
djk = Z ajecer,  pour tous j,k €N
(=k—d,¢>0
Lemme 3.3. —
Ky,
(52 0 Ko ) = B ) 552 () )
- ok,
= (G = G ) exp (n (v () + V()
o
Lemme 3.4. — SK SK
—(\ BN 1) = ap (A
o A o (A 1) = am (A, )
avec
n+d—1 n—1 n+d—1 n—1
= Y Y e QY+ Y > ety ®
j=n k=j—d k=n j=k—d

Lemme 3.5. —
n (V' () Kn (A ) = V' (1) K (A, 1)) = B (A, 1)

avec

n+d—1 n—1 n+d—1 n—1
Bo= Y > cpt@vk+ > > et @y
j=n k=j—d k=n j=k—d
Deuxiemement : le cas § = 4.
Lemme 3.6. —
j—1 j+d
7'('9 =— Z 2a;,m et 1/}3 =— Z a;jx  pour tout j €N
k=j—d k>0 k=j—d k>0
Lemme 3.7. —
k+d
djk = Z cjeapr,  pour tous j,k €N
l=k—d >0
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Lemme 3.8. —

0Ky, 0Koy,
[ (P52 00) K (00 = Kanea ) 2522

v ov

(10 av

_ (Wfa_f (g — Lo (A,u)> exp (~5 (V) +V (1)

Lemme 3.9. —

8K2n+d 8K2n+d
A — (A = ay, (A,
o A o (A1) = an (A, )
avec
2n+2d—1 2n+d—1 2n+2d—1 2n+d—1
ap = Z Z ajp; @ Pr — Z Z a;x Y @ Py,
j=2n+d k=j—d k=2n+d j=k—d
Lemme 3.10. —
n
(V) Kana O 1) = V' (1) Kana (A ) = 6 (0, 1)
avec
2n+2d—1 2n+d—1 2n+2d—1 2n+d—1
Bo=— D D apli@ve— Y, Y ;@
j=2n+d k=j—d k=2n+d j=k—d
Lemme 3.11. —
(E/A * K2n+d) (Av M) + (8)\ * K2n+d) (>\7 /'L) = Tn ()‘7 :u’>
avec
Yo = (exx (Eu * )
2n+2d—1 2n+d—1 2n+2d—1 2n+d—1
= > D apexv)@exe)— > ) aj(exy) @ (exy)
j=2n+d k=j—d k=2n-+d j=k—d

3.3 Preuves des lemmes préliminaires

On ne traite que le cas § = 1. Le cas § = 4 s’en déduit, en échangeant les roles des coefficients
ajk et cji, et en remplacant V' par V/2.

PREUVE DU LEMME 3.1. — Comme le coefficient c;, (3.2) est antisymétrique en j et k , on peut

supposer j > k. Alors
L[ o / —2nV
Cjk = i/ﬂ'jﬂ'ke " car mjme " =0

puisque les (m;),oy sont des polynémes orthogonaux et que deg(m;) = j > deg(m,) = k — 1. Une
intégration par parties donne alors
1

Cik = —5/7rj(7r,'g —2nV'm)e 2 (car Ei[géme_”v =0)

= n/vlﬂ'jﬂ'ke_2nv =N (V/ (J))]k X X{—d,...,d} (] - k) )

ol X{_gq,. 4y désigne la fonction indicatrice de I'ensemble {—d, ..., d}. 7r;- est un polynéme de degré
j — 1, qui peut s’écrire sous la forme
j—1
7r;- = Z%‘k”k et par orthogonalité -y, = /Tr;-wke_%v = 2¢jy,
k=0

21



ce qui donne la premiere relation du lemme 3.1. De méme ¢} = (7} — 2nV’ m;)e "V peut s’écrire sous

la forme
j+d

W= virte
k=0

et par orthogonalité
Yik = /Tﬂ;wk = —/@/Jjw,; (en intégrant par parties)
1 / / 1 / 1\ ,—2nV
= 3 (¢j¢k - ?/)jlf)k) =3 (7Tj771c - 7Tj77k) e = GCjk-

ce qui donne la deuxieéme relation du lemme 3.1.

PREUVE DU LEMME 3.2. — Comme (€ * wj)/ = 1);, une intégration par parties de d;; = [ ;1 donne
grace au lemme 3.1

k+d k+d

o= [Eexvvi== Y [Eruven= S apen

t=k—d, >0 0=k—d £>0

PREUVE DU LEMME 3.3. — On a

/R (a;i" (A v) Ko (v, 1) = K (A, v) % v, u)) v

-/ (%ﬁu,m i (v, 12) = 1V () Ko (A, ) (V,u)) e VOV 2V () g,
R 1%

[ (0 G ) = 0V 0 O o ) ) -V V52V 0
R

ov
ok ok
— “hn _ Thn —n(V(AN)+V () +2V (v))
Or
Ok,

n—1
R E ()‘7 V) kn, (Vv M) e_2nv(V)dV = Z Wj()\) /]R 71';(1/)]6‘” (V, M) e_2nv(y)dy
=0

et comme l'opérateur intégral de noyau ky, (v, j1) e~ 2V (V) egt le projecteur orthogonal sur le sous-espace
vectoriel engendré par (W)ée{o,...,n—l}a auquel appartient 779 pour j € {0,...,n — 1}, il vient
ok = ok
a_yn (A, ’/) kn, (’/a :U’) e 2V dy = Z Wj()\)ﬂé'(ﬂ) = 8—: ()‘7 IOF
R =0
d’ou le résultat.
PREUVE DU LEMME 3.4. — D’apres le lemme 3.1, on a
0K n—1 n—1 j+d
n
o ) = Y e =Y | D (V) | 9w
Jj=0 j=0 \k=j—d k>0
n—1 k+d n+d—1 n—1
= -y S i) | o)+ YD D etV ()
k=0 \j=k—d,j>0 k=n j=k—d
n+d—1 n—1
+ Z Z crj (M) (1)
j=n k=j—d
_ 0Ky

on () + o (A p) .
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PREUVE DU LEMME 3.5. — On a
VYN = Y (V) 4N,
d’ou

nV' ) Kp(\p) = nV" (X) (X))

n+d—1 n—1

= WV (WK, )+ D> D> eteNs(n)
k=n j=k—d
n+d—1 n—1 :

+ ) (N ()

j=n k=j—d
= V' (u) Kn (N 1) + B (N, 1) -

3.4 Enoncés des théorémes 3.1, 3.2 et 3.3

Théoréme 3.1 (le cas § =1, n pair). — Posons, avec (3.2),

n—1
Sjk = Z AjeCok-
t=k—d
La matrice
D= (Sjk>n—d§j,k§n—1
est alors inversible. Soit
-1 _ )
D~ = (tak)n—dgj,kgn—1
son itnverse. Notons
n—1 n—d—1
gjk = —Cjk + Z Cje — Z CimSme | tek-
l=n—d m=j—d
La matrice
G= (gjk)n—dgj,kgn—l

est alors antisymétrique de taille d X d. Les élements du noyau matriciel

[ Sa( ) Dy (N p)
on1 (A, ) = ( Jn()\’Z) 5’;{(}\75) >
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s’expriment alors comme suit

Dn (Avﬂ) = -

Ky
I ()\,,U) + HTL ()‘Hu) - Gn ()\,,U) )

avec

n—1

J,k=n—d
n+d—1 n-—1

Hy(\p) = D D et (M)

k=n j=k—d

On rappelle que K, (A, 1) est le noyau reproduisant (3.1) et que

Su(hm) = (kD) (),
Jn(Ap) = (eaxxSn) (A p)+e(A—p),
Sg; ()‘7 :u) = S (:U'v /\) :

Théoréme 3.2 (le cas =1, n impair). — Posons, avec (3.2) et (3.3),

Sk—{Efkdaﬂcﬁk"i_amcnk si je{0,...,n—1} et ke{n—d,...,n},
ik =

Yotk_alCae st j=mn et ke{n—d,...,n}.
La matrice
D = (sjk)nfdgj,kgn

est alors inversible. Soit

D™ = (tjk)—a<jr<n
son inverse. Notons
n n—d—1
gik = —Cjk + Z Cje — Z CjmSme | tek-
{=n—d m=j—d

La matrice
G= (gjk)n—dgj,kgn

est alors antisymétrique de taille (d+ 1) x (d+ 1). Les éléments du noyau matriciel

on1 (A p) = ( T O\ 12) S,f (A,M) )

s’expriment alors comme suit

Ky,
Dn()‘vﬂ):_ L ()\,u)+Hn()\,u)—Gn()\,u),
avec
n—1
Gn(p) = D githi(Ne(),
J,k=n—d
n+d—1 n—1
HyAp) = D D cpthi(Ne(p).
h=n j—k—d
De plus, on a
n—1
Z Cin +g]n wj( ) avec  Cjp + gjn = — Z Cnftéj-
]:nfd {=n—d
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On rappelle que

Sp (M) = —(eu*Dn) (A 1) + an(N),
Jn(Ap) = (eaxxSn) (A p) — (xan)(p) —e(A—p).

Théoréme 3.3 (le cas 3 =4). — Posons, avec (3.4),

2n—1
Sjk = Z ajeCek- (3.20)
t=j—d
La matrice
D= (Sjk)2nfd§j,k§2nfl (3.21)
est alors inversible. Soit
D! = (i) o —d<j h<an—1 (3.22)

son inverse. Notons
2n—1 2n-—1

Gjk = Qjk — Z Z SiptpeQrk. (3.23)

{=k—d p=2n—d

La matrice

G = (gjk)2n§j,k§2n+d—1 (3.24)
est alors antisymétrique de taille d X d. Les élements du noyau matriciel
On4 (A’M) 9 ( I, ()\?lu) S’VI; ()‘nu)
s’expriment alors comme suit
0K n+d
D (A ) = == (A pt) £ Hu (A, 1) = G s ).
avec
2n+d—1
Ga(Au) = > gthi(Nvw(n), (3.25)
7,k=2n

2n+2d—12n+d—1

H,(\p) = - Z Z a i (N) Y1) (3.26)

k=2n+d j=k—d
On rappelle que

Sn (}\,M) - —({5u * Dn) ()‘nu) )
JTL ()‘7 :U) = (6/\ * STL) ()‘7 /,L) .

3.5 Commentaires

Dans cette section, nous allons d’abord montrer que les formules données par les théoremes 3.1,
3.2 et 3.3 permettent de retrouver les formules connues dans le cas des matrices aléatoires gaussiennes,
telles qu’elles sont données aux chapitres 6 et 7 de [11]. Ensuite, nous discuterons des perspectives
d’applications de ces formules pour 1’étude des régimes asymptotiques des matrices aléatoires (1.1).
En particulier, le comportement des coefficients g;; (3.8), (3.15) et (3.23), lorsque n — 400, est
déterminant. Cette discussion motivera la quatrieme partie de ce travail dans laquelle nous étudierons
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précisément le comportement asymptotique de certaines grandeurs spectrales des matrices aléatoires
(1.1) dans le cas ou V est un polynoéme pair de degré quatre grace aux résultats de [2].

Premiérement : le cas 8 = 1, n pair.

Afin de suivre les conventions du chapitre 6 de [11], nous supposerons que le poids exp(—nV (X))
vaut ici exp(—%)ﬁ) (il n’y a pas de n devant V, mais comme ici V' est homogene, puisque c’est
un monome, un simple changement de variables permet de passer d’une convention & lautre). Les
polynomes orthogonaux sont les polynomes d’Hermite qui sont orthogonaux par rapport au poids
exp(—A?) (voir [13]). Dans ce cas, on peut calculer les coefficients a,q et ¢,y & partir de la relation

suivante
p p+1
1/11/, = \/g¢p_1 —\ 5 Vpt1- (3.27)

p+1
Cpp+1 = —Cpt+lp = — T

les autres coefficients étant nuls. De plus, en multipliant par € % ¢, la relation (3.27) et en intégrant,

il vient
s p p+1
—Opg = §aq,p—1 - 5 Qq,p+1,
-1 2
= ”p p ap—2.q — \/;(Sp_l’q pour p>0,q > 0. (3.28)

Remarquons que si p, ¢ sont de méme parité, alors a,, = 0. Nous supposerons donc que p et ¢ sont de
parités distinctes et par antisymétrie que p < ¢. Ainsi, en itérant la formule (3.28), on a

Ainsi

ce qui donne la relation

SN it PR Y T Y
Pq p P72a T 1] p_2j (p2a
7=0
Sip=2retqg=2s+1 alors
. 1/2
p—27—1 27 —1
(pq = (0, = - ao,
Pq H p— 2] Jq 2] q
et en itérant & nouveau la formule (3.28), il vient
s—1 s 1/2
p—25—1 27
ap,g = —Qq0 = — ——a1 0= — — aio-
0,q q,0 jl;[o = 2,7 1,0 Jl;[l 2] +1 1,0

De plus, d’apres (3.28), on a

donc

Sip=2r+1etqg=2s, alors
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car
al,q =0.

Pour ce qui est du calcul de la matrice G (3.9), comme d = 1, celle-ci est nulle et il reste

Sn(A, 1) = Kn(As 1) — en1,nn—1(A) (€ * ¥n) (1),

n
Cn—1n = — 57

avec

ce qui donne le résultat connu.

Deuxiemement : le cas § = 1, n impair.

Dans ce cas, la matrice G (3.16) est de taille 2 x 2, le calcul donne, d’apres (3.12),

/
Sp—1;n—1 = Opn—1n—2Cn—2n—1 1 Ap—1mCnn—1,
Sn—1,n = 07
Sn,n—1 = 0,

!
Snon = anyn_lcn—lmn

D’otu, d’apres (3.13),

/
D= ap—1,mn—2Cn—2,n—1 1 Ap—1nCnn—1 0
= /
0 an,n—lc”—Ln

1
Dfl _ tn—l,n—l 0 _ an—l,n—QCn—2,n—1+a/n_ann,n—l 0
= = 1 .
0 tun 0 S S

a’n,nflcnflxn

et

De plus, d’apres (3.19), il vient

an()\) = (Cnfl,n + gnfl,n)wnfl()‘)v

or, avec (3.15), on a
Cn—1,n + gn—1n = _Cn,n—ltn—l,n—l
et
1

tn—l,n—l = G Qap-1n-2= 0
an—l,ncn7”—1

d’apres le calcul des coefficients a,q. Donc il reste

1 1
Oén()\) = —ﬁﬂ}n—l()\) = W
n—1,n R ¥N—

De plus, comme n — 1 est pair, on vérifie que

wnfl(A»

A
b)) = [
Enfin, par antisymétrie de G, on a

Gn()\a N) = gnfl,nfﬂbnfl()\)wnfl(ﬂ) = 07

on retrouve le résultat connu. Ici encore, on peut calculer les coefficients a;-n. On rappelle que les
polynémes d’Hermite valent (voir [13])

1 li/2]

—1)%4! -
- 77T A

mi(A)
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ou [z] désigne la partie entiere du réel z. De plus

/ A2y = /ar )
R 2ppl ’
ainsi, en supposant j = 2p pair, on a

, )“(2p)! 22P72¢(2p — 20)!
n /Rq/}jo\)d \/ 22p (2p)! ZE‘ (2p—20)! (p—£)l2r—*t
\/_ Z22p 20 2 4
- VY s =S (1) ()
VertA/( 2p)!

2Pp!

Pour terminer le cas § = 1, rajoutons que pour n — 400, on déduit des résultats précédents que

, 23/4 2

a ~—— et a ~ =

pour n + p pair et n + ¢ impair et p < ¢, sinon les coefficients valent zéro.

Troisiemement : le cas 3 = 4.

Pour ce cas, le poids exp(—nV ()\)) vaut exp(—2A?), les polynéomes orthogonaux sont les polynomes
d’Hermite, orthogonaux par rapport au poids exp(—2A2?). Comme d = 1, la matrice G est nulle et il
reste, en adaptant ce qui est fait pour le cas 8 =1,

Sn(/\y ,U) = K2n+1()\7 ,u) + a2n,2n+1¢2n()\)(5 * ¢2n+1)(u)a

avec

a2n2n+1 = V 2n + 17

ce qui donne le résultat connu.

Pour I'étude des régimes asymptotiques global et local, les résultats déja connus permettent de
conjecturer que seule la partie du noyau matriciel exprimée a ’aide du noyau reproduisant compte.
Ce qui signifie que les termes faisant intervenir H, (A, 1), Gn (X, 1) et an () sont négligeables devant
ceux faisant intervenir le noyau reproduisant (sauf pour le cas de la statistique locale des valeurs
propres au bord du spectre, ou la situation est plus compliquée). Afin de préciser cette assertion, nous
allons discuter de fagon plus précise pour chacun des trois cas du comportement asymptotique des
différents coefficients. Pour cela, on extrapole le comportement des coefficients apparaissant dans le
cas des matrices aléatoires gaussiennes que nous avons calculer ci-dessus, bien sar, nous abandonnons
la convention de [11] et reprenons celle que nous utilisons. Afin de fixer les idées, nous discuterons du
comportement des termes au niveau de I’élément S, (A, 1) du noyau matriciel.

Premieérement : le cas § = 1, n pair.

Dans ce cas, on sait (et ce pour des classes de polynémes orthogonaux plus générales que celles
considérées ici, voir par exemple [12]) que (3.2) ¢pipntq = O(n), lorsque n — 400, pour p, g fixés
dans Z. On conjecture que (3.2) anipniq = O(1/n) et on en déduit que les coefficients (3.5) s;, de
la matrice (3.6) D sont O(1), ainsi (et ce n'est pas évident car on divise par det D) les coefficients
tir de (3.7) D! sont aussi O(1). Sous ces hypotheses, les expressions données par le théoréme 3.1
permettent de conclure que les coefficients (3.8) g;;, sont O(n). De plus, en supposant que les fonctions
orthonormales vérifient HwnerHLoo(R) = O(n'/%) et ”5*¢n+pHLoo(R) = O(1/+/n), on en déduit que les
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termes (3.11) e H, (), i) et (3.10) e x G (A, ) sont O(n?/?) uniformément en A, p, alors que le noyau
reproduisant K, (A, 1) se comporte comme quelquechose d’ordre n, donc prédominant par rapport a
O(n?/3).

Deuxiemement : le cas § = 1, n impair.

Dans ce cas, on conjecture de plus que (3.3) ap,,,, = O(1/y/n), ainsi, on en déduit que les
coefficients (3.12) s, de la matrice (3.13) D sont O(y/n). Le comportement des coefficents ¢, de (3.14)
D! est plus compliqué. Commencons par étudier le comportement a priori de det D. Définissons les
vecteurs lignes

avec, d’apres les hypotheses

n—1 n—1
Ok = Z ajecg, =0(1) si je{n—d,...,n—1} et op = Z aycon = O(y/n).
l=k—d l=k—d

Et posons
C= (an)n—dgkgn :

Alors, la matrice D s’écrit en lignes

D= (Lj +a;nc)n—d§j§n .

Un développement par multilinéarité de det D donne

n—1 Lj_l
det D = det (L;),,_gcjcn + Z a’, det C = O(n),
j=n—d Lj+1

car Ly =0(1)sije{n—d,...,n—1}, L, = O(y/n) et C = O(n). On suppose donc que det D ~
cn, avec ¢ > (0. Sous cette hypothése supplémentaire, les expressions données par le théoreme 3.2
permettent de conclure que les coefficients (3.15) g;i sont O(n), si j,k < n et que gj, = —gn; =
—¢jn + O(y/n). En effet, on a

(_1)j+k
by = det D dij avec  dg;j = det (SPQ)n—dép,q§n7p¢k,q¢j‘

Définissons les vecteurs lignes

L) = (Op)ni<qenqny S GpE{n—di.in}

et
o) — (Cna)n—g<qen.qzy St JE€{n—d,....n}.
Alors, pour k € {n —d,...,n — 1}, un développement par multilinéarité donne
n—1
_ () / _ () ) —
dy; = det (Lp )n_dgpgn’p# Zd: . al, det ((1 §ep) L) + 84,C )n_dgsém =0 (3:29)
p=n—d,p
et
n—1
_ ) / _ () () =
dpj = det <Lp )nidgpgnfl +p_§n:dapn det ((1 §ep) L) + 64,C >nfdgsgnf1 O(V/n).

29



Dou tj, = O01)sije{n—d,...,n},k e {n—d,...,n—1} et t;, = O(1/y/n). Ainsi, il suffit de
prouver que

n—1 0(1) si ke{n—d,...,n—l},
Z Smetzk:{ O(/yn) si k=n,

avecm € {n—2d,...,n—d—1}. Or s,y = al,,,cne + O(1), car m < n. Dong, il suffit de prouver que

l=n—d

- {0(\/5) si ke{n—d,...,n—1},
Z Cneter =

= o) si k=n.

En fait, on voit que Y}7 , cnettn = —(gnn + ¢un) = 0. Pour k < n, on a, d’aprés (3.29)

(—1)tt* = 0 0
oM+ Y g, det ((1 — 8,) L) + 5,0 )
p=n—d, p#£k

Lok =
n—d<s<n, s#k

il suffit donc de prouver que

n—1

S cnrl=1)"*F det (1= 8,) L +6,C“))
{=n—d

=0,
n—d<s<n, s#k

or, c’est le développement par rapport a la ligne d’indice k # p de
det ((1 — 0sp)(1 — 0sx)Ls + (6sp + 58k)c)n—dgsgn

qui vaut zéro car la ligne C' est doublée. D’ol1 le résultat sur le comportement des coefficients g;y.
Ainsi, (3.19) a,()\) est O(n??) uniformément en X et on conclut comme pour le cas n pair.

Troisiemement : le cas 5 = 4.

Ce cas se discute en utilisant le théoréme 3.3, comme le premier cas en échangeant le role des
coefficients ajj, et ¢ donnés en (3.4).

11 apparait dans la discussion ci-dessus, que 1’estimation des éléments de D! pose le probleme
de la division par det D qui pourrait étre d’ordre inférieur par rapport a I’ordre que lui donne a priori
les estimations des éléments de D, ce qui rendrait caduque la discussion précédente. Dans la quatrieme
partie, ou nous étudions le cas particulier d’'un polynéme V pair de degré quatre, nous traitons ce
probleme en calculant explicitement les équivalents des différents coeflicients en utilisant les résultats
de [2], ce qui permet de montrer que det D et donc les coefficients de D! sont effectivement de 1’ordre
proposé dans la discussion ci-dessus. Les calculs sont longs en dépit de la parité et du faible degré
de V et il est clair que cette méthode est impraticable pour des polynémes V plus généraux, malgré
Pexistence de formules asymptotiques pour les polynomes orthogonaux correspondants (voir [5]). Ces
formules générales de [5] et la méthode qui permet de les établir, permet peut-étre d’envisager d’obtenir
seulement des estimations du type anypniq = O(1/n) et a4, = O(1/y/n) pour par exemple le
cas = 1, et non des équivalents. Pour terminer cette section, nous proposons une piste éventuelle
(absolument rien n’est garanti), pour résoudre le probleme de la division par det D. En fait, det D peut
s’exprimer en fonction des constantes de normalisation de (1.2). Les expressions, dans les différents
cas, sont données ci-apres. Posons

Qs = [+ [ TT = w TLw0an,
R™ 1 <j<k<r j=1

ol w est une fonction numérique positive d’une variable réelle.
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Premierement : le cas g = 1, n pair.

Posons n = 2m. On a

det D = det Adet C.

De plus, les constantes de normalisation de (1.2) s’expriment comme suit, avec la notation définie
ci-dessus,

m

1
—2nV —2nV (A
Qm,4(e n ) = —/ . ./det (ﬂ-k—l()\j)W;C—l(Aj))lgjgm,lgngm He nV( J)d)\j,
Y0 Yam—1 j=1
oil 7y est le coefficient dominant du k& — iéme polynoéme orthogonal 7x(\) = viAF + - -+ par rapport

—2nV (\)

au poids e . Ainsi, d’apres 'appendice A.18 de [11], il vient

1om
Qmale™V) = "= \/det C.
Y0 Yn—1

Avec les mémes notations, on a

. 1 no
Quale™) = —/.../‘det (m1 1) )| T ™ O
Y0 In—-1 SIRS i

et o
Quile™) = —= Vdet A,
Y0 Yn—1
Enfin, on a
_ p!
Q ae 2nV -~
p2 ) (Y0 Yp-1)?

En conclusion, on trouve

Q24> )Quile™)?
det D = ( 2”(n/2)!Qn72(e*2”V) ) )

Deuxiemement : le cas § = 1, n impair.

Posons n = 2m — 1. De méme, on a

12m
Qma(e™™V) = 2 Jdet©

Y0 In
et
lvan—1
Qn,l(e*”V) = nivdet A.
%0 Yn

Finalement, il vient

(1) (Qusr 4 )Qua(e™™))
22n(((n 4 1)/2)1)2Qn2(e72"V)Qpy12(e=27V)’

det D =

Troisiemement : le cas 3 = 4.

De méme, on a

1gn
Quale™) = — = Vdet A,

Y0 V2n—1
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oil 7y est le coefficient dominant du k — iéme polynoéme orthogonal 7(\) = v AF + - -+ par rapport

au poids e VM De plus, on a
2n)12"
Qana(e7™V/?) = _@mt Vdet C

Y0 Y2n—1
et (2n),
—nV n).:

nale =

Qan2(e™) (70 - Y2n—1)?

En conclusion, on trouve

22’”71!@2”’2(6_”‘/)

L’approche variationnelle (voir par exemple [4] et [8]) permet de donner le premier terme du
développement asymptotique d’une constante de normalisation pour 8 > 0 quelconque et pour des
fonctions V' plus générales que des fonctions polynomiales. Cependant, il faut des termes supplémentaires,
car cette technique montre que les constantes de normalisation se comportent comme e'”QXC‘mSt‘, ce
qui est insuffisant ici.

det D = (Q"A (e™™)Qan.1(e™"V/?) ) 2 |

3.6 Preuves des théoremes 3.1, 3.2 et 3.3

PREUVE DU THEOREME 3.1. —
Premiérement : Le calcul de la matrice AC. On a

n—1
(AC)jk =" ajecen, jke{0,...,n—1}
=0

Par le lemme 3.2, il vient

di, st je{0,...,n—1},ke{0,...,n—d—1},
S gajecn =5 st j€{0,...,n—1Lk€{n—d,...,n—1}.

([ I,4 E
Ao_( - D)

D = (ka)n—dgz,kgn—1 et E= (Sék)ogzgn—d—l,n—dgkgn—1 .

(AC)jk = {

Matriciellement, cela se traduit par

avec

Deuxieémement : Le calcul de (AC)~!. On sait que A et C sont inversibles d’apres la deuxieme partie,
donc D T’est aussi. Un calcul par blocs donne

(AC)~! = ( I,.q —ED™! > I < 0 —-ED7! >

0 D1 0 D '—1,

avec
D™ —Ig= (tok —Oek), \ppon s
dont les coefficients valent
n—1

tog — O = Z (5€m_sém)tmka ﬁ,ke{n—d,...,n—l}.

m=n—d

Ainsi
(AC) '=I,+(0 F)
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avec

n—1
F= < Z (5€m _Sfm)tmk> .
m=n—d 0<t<n—1,n—d<k<n—1

Troisitmement : Le calcul de B = A~1. On utilise I'identité B = C (AC’)f1 et le résultat de la deuxieme

étape. Il vient
B=C+C(0 F)

et comme B — C' est antisymétrique, cela donne

0 0
poct(22)

avec G = (gjk)n_onJKn_1 antisymétrique et

n—1 n—1
gik =D Cim ( > e - Smé)tek> :

m=0 l=n—d
uatriemement : Une simplification de ’expression des g;; pour j,k € {n—d,...,n—1}. On a
gj J
n—1 n—1
gik = Z < Z Ome = Sme tmc)
m=j—d l=n—d
n—d—1

n—1 n—1
= Cjm ( (e — Sme)tzk> + ) Cim(Ome — Sme)ten
¢

n—d lm=n—d

n—1
= C]m Z Smét€k> + Z C]m bk — mk)

m=j—d —d m=n—d
n—1 n—d—1
= —Cjk T Z Cje — Z CimSme | Lok
{=n m=j—d

Cinquiemement : Le calcul de D,, (A, 1). On a

n—1
Dn(\p) = — ) bithi(Nb(p)
j,k*O
= - Z Cjk¢] Z g]kd}] )
J,k=0 j,k=n—d
Or
oK, 0K,
= X ) = = [ (G O K ) = K 00) 5 ) )

_ Okn
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Maintenant, on utilise les lemmes 3.4 et 3.5, pour obtenir une expression sous une forme similaire a
celle connue dans le cas des matrices aléatoires gaussiennes a loi orthogonalement invariante. Il vient

1/ k ok
L (Okn _ Okn (V)Y (1)
5 (Gr - G20
B 1 0K, _ 0K, l / _ /
= 5 (G o= ) 4 5 V) =V () K )
0K, 1 1
0K,
= - 8/" (A7u)+Hn(A7M>

d’apres les définitions de a,, B, et Hy,. Ce qui donne le résultat.

PREUVE DU THEOREME 3.2. —
Premiérement : Le calcul de AC. On a

(AC)), = Za;gcek, J,ke€{0,...,n}.
=0

Donc
n—1

(AC) ), = Zaqu;k + djpenk, J€{0,...,n—1},ke€{0,...,n}.
=0

Par le lemme 3.2, il vient

(AC),, = 15jk si j€{0,...,n—1},ke€{0,....,n—d— 1},
ik Sjk = D pep_q @jeCtk + @pcn s j€{0,...,n—1} k€ {n—d,...,n}.
De plus
n—1
(AC)nk = ZCL;.LECH{;, k € {0, e, — 1}, et (I;ln = 07
=0
donc .
< =0 si ke{0,....,n—d—1}
A — — wak_ ) ) )
(AC) e /R Z heve {snk=Z?:klda;€c,gk si ke{n—d,...,n}.

l=k—d

Matriciellement, cela se traduit par
( In—qa E
AC = ( b )

D = (5€k>n—d§€,k§n et E = (Sék)ogzgn—d—l,n—dgkgn-

avec

Deuxiémement : Le calcul de (AC) ™. Comme AC est inversible, D l'est aussi. Un calcul par blocs
donne . )
1 In-a —ED™ _ 0 —-ED-
(AC) - ( 0 D—l > - In+1 + ( 0 D1 Id—i—l > ’

D™t — Iyt = (to — Oug)

avec

n—d<t,k<n’

qui, comme précédemment vaut

n

top — Opp = Z ((5gm — S@m)tmk, ke {n —d,... ,n}.

m=n—d
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D’ou
(AC) ' =L+ (0 F)

n
F = < Z (5£m _Sfm)tmk> :
m=n—d 0<l<n,n—d<k<n

Troisitmement : Le calcul de B = A~1. On utilise I'identité B = C (AC’)f1 et le résultat de la deuxieme
étape. Il vient

avec

B=C+C(0 F),

et le méme argument que dans la preuve précédente donne

0 0
poce(00)

avec G = (gjk)n—dgj,kgn antisymétrique et
n n
9jk = Z Cim < Z (Ome — Smé)t€k> -
m=0 t=n—d
Quatriemement : Une simplification de I'expression des g;;, pour j,k € {n —d,...,n}. On a
n
gk = Z Cim ( (Ome — Sme)tek)
¢

n

n—d—
= Cim ( (5m€ - Smé)tﬂkz) + Z ij(5m€ - Smf)tsz
m=j—d {=n—d
1 n

m=n—d
n—d— n
= Cim | — Z Smeter | + Z Cjm (tmk — Omik)
m=j—d l=n—d m=n—d
n n—d—1
= —cik+ > o= D CimSme | tor.
l=n—d m=j—d

Cinquiemement : Le calcul de D,, (A, 1). Il n’y a pas de différence avec le cas précédent, il vient

1 [0k, ok, n
Dn(An) = 5 (ﬁ (A p) = N (%H)) e " VITVW) — G (A, )
oK,

Sixiemement : Le calcul de a,,(\). On a

n—1
an(N) = benthe(N),
k=0
avec

n—1
bkn = —9nk — Cnk = — Z Crotog.
l=n—d

PREUVE DU THEOREME 3.3. —
Premiérement : Le calcul de AC. On a

2n—1

(Ac)jk = Z ajecer, J,k€4{0,...,2n —1}.
/=0
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Par le lemme 3.7, il vient

(AC) ;1 = djp st je{0,....2n—d—1},k€{0,...,2n— 1},
B ajeew = s st je{2n—d,....2n—1}ke{0,...,2n— 1},

Matriciellement, cela se traduit par
o IQn—d 0
AC = < £ D > ,

D= (SZk)zn—dgz,kgzn—1 et L= (Sék)zn—dgzgzn—l,0§k§2n—d—1'

avec

Deuxiémement : Le calcul de (AC)™!. Comme AC est inversible, D l'est aussi. Un calcul par blocs

donne
G Dma 0\ 0 0
(40" = ( ~D-l'E D! > =Jnt ( ~D'E Do, )

D™t — 1y = (tox — dux)

avec

2n—d<t,k<2n—1"

qui, comme précédemment, vaut

2n—1
tor — Opp = Z tgm((smk—smk), bk e {2n—d,...,2n—1}.
m=2n—d
D’ou
o 0
(AC) —I2n+<F>,
avec

2n—1
F = Z tﬁm(émk - Smk) ’
m=2n—d 2n—d<0<2n—1,0<k<2n—1

Troisitmement : Le calcul de B = A~!. On utilise Iidentité B = C (AC )_1 et le résultat de la deuxieme

étape. Il vient
0
pocio( )

0 2n—1 2n—1
C( I ) = ( > cim < > tme(Onk —8&))) :
{=2n—d 0<7,k<2n—1

m=2n—d

avec

Quatritmement : Le calcul de D,, (A, z1). Considérons la matrice infinie A = (ajk); pen €t définissons
une autre matrice infinie de méme type, comme suit

~ (B0
7=(v 1)

qui nous permet de voir B comme une matrice infinie. Remarquons que pour la suite, tous les produits

matriciels écrits ont un sens, car ils ne font intervenir que des sommes finies. On a

Livw = "% (N);ey B Wk (1))
% (ke = —A (k ()t
Or 521
D, ()‘nu) = _6)\82 ()\,,LL) 5

36



d’ou

Du(hiw) = — (6 (N),ey “ABA (W (1))
= W (N);en ABA (W (1)

car A est antisymétrique. On doit donc calculer AB /T, ce qui est préférable, car cette matrice aura
une forme proche de celle de g, puisque A et B sont presque inverses I'une de 'autre. Et comme A
a une forme multidiagonale avec d diagonales de chaque coté de la diagonale principale, (ce qui n’est
pas le cas de C et donc de B) le calcul de D, (A, u) sera proche de celui effectué dans le cas 5 =1 et
fournira directement une forme satisfaisante. On a

AB 0 I, 0
AB=2A4 <§ 8) oY | = HY o
0 0
avec
2n—1
H= Z a;jrbre
k=j—d

2n<j<2n+d—1,0<0<2n—1
D’ot, compte tenu de I'antisymétrie

o Lo 0\ _ /3, 0 0 0
ABA= HY | A:<00>— 0 G o |,
0 0 0 O
avec N
A= (ajk)ogj,k§2n+d—1 et G= (gjk)Qngj,k§2n+d—1 )
o 2n—1 2n-1
gjk = — Z Z a]fbfmamk + Qjk-
{=j—dm=k—d
Or
2n—1 2n—1 2n—1
bem = com + Z C@ptpq<5qm - Sqm) =cCim + Z C@p(tpm - pm = Z Coplpm,
p,q=2n—d p=2n—d p=2n—d

car {,m € {2n —d,...2n — 1}, d’ou

2n—1 2n—1 2n-1

9ik = Qi — Z Z Z Aj¢Cep pmamk

l=j—d m=k—d p=2n—d
2n—1 2n—1

= Qjk — Z Z Sjptpmamk.

m=k—d p=2n—d

Les calculs pour conclure sont alors similaires & ceux du cas § = 1.

4 Application au cas du potentiel quartique

4.1 Introduction

Dans toute cette quatrieme partie, on considere le cas ou V' est un polynoéme pair de degré quatre.
Pour le cas 8 = 4, on note

tA2 gt
V()\):T‘FQT, avec g>0 et t<0,
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et de plus, en posant we, = t?/4g, on suppose que we > 2. Pour le cas 8 = 1, on note

tA\2 2

V(A) . T g avec g>0 et t<O0

et on suppose que we > 1. Cette convention, nous permet de considérer la famille de polynomes
orthogonaux par rapport au poids exp (—n (% + %)) indépendamment de 3. Dans ce cas, des for-

mules asymptotiques pour les fonctions orthonormales correspondantes sont données dans [2]. Ce sont
ces formules que nous allons utiliser pour prouver quelques éléments du comportement asymptotique
des matrices aléatoires étudiées dans ce travail. Définissons d’abord les coefficients R; par la relation
de récurrence entre polynémes orthogonaux

A (N) = V/Rjamjp () + /Rjmi—1 (A

Puis, rappelons les résultats de [2] utiles pour nous.

Proposition 4.1 [2]. — Les formules asymptotiques pour les fonctions orthonormales 1;(\) et les
coefficients R; sont prouvées pour n,j — +oo de fagon que w = j/n vérifie les inégalités

N<w<We—1mn,

pour un certain 1 > 0. Notons w’ = (j + 1)/n et définissons le polynome

Up (2) = 22 <<QL L w'9>

4

et considérons ses deux zéros strictement positifs

—t—2/wg\ L (—t+2yag\
_ et zp=2(j)=—"7"7 .

g g

21 =2(j) = <
Pour une certaine constante C' > 0, on a
0<Cyn<z <.

Alors, il existe une constante C'(n) > 0, telle que

—t — (1) /12 — 4wy
29

<G

- n

R; —

De plus, pour tout § > 0, on a, uniformément en A\ dans un voisinage complexe de l'intervalle
(21 + 0,22 — 0),

bi(N) = 2\;’;%/2 <Cos <(342F%) <sin22¢ _¢> + 77_(4;1)]X> +0 (%)) :

¢ = arccosx, X = arccosy

avec

et
gA i 2YWg—tx  —tgh? -t + 4u'g

xr = , = =
2¢/W'g Y 2v/Wgr —t 2¢/w gg\?

SiA>z4+00ul< A<z — 9, alors

B L 20V (j—l—l) sinh 2¢ (—1)jX 1
$i(A) = (-1) WGXI’<_ 22< 2 _¢>+ 4 +O<m>>’
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ou

7 2

_1-@2)(A==) [J il _ —
= 5 , 3 =/f, si j=20,20+1,

avec
¢ =cosh™!|z|, x=cosh™!|yl.

Uniformément en A appartenant a voisinage complexe de Uintervalle (z; — d, 2 +0), k = 1,2, on a

bi(A) = % <Ai (n2/3%, ()\)) +0 (%)) ,

ol Ai(z) est la fonction d’Airy, ¢; (A) est une fonction analytique sur [z, — 6, 2z, + 0] telle que, pour

(A=) (~1F =0,
S| 2/3
b= (5[, Vo) e=1e
2k
(4)

ol z;”” = 2z + O (1/n) est le zéro du polynome Uj (z) le plus proche de z, avec

U, (=) = Uy (z)+% (% +gRj).

Les facteurs constants sont donnés par

o=z (0 (ool

D; = (1) nY% /g <1 +0 (%)) . oo=(2—k) H :

et

4.2 Lemmes préliminaires

Premierement : le cas g = 1.
Comme nous allons utiliser les formules asymptotiques pour j proche de n, nous supposons que we, > 1,
de plus, on définit le parametre
2 1
u= VO €10,1].

—1 v Wer
Lemme 4.1. — On a
n
Cjj-1 = 5‘/Rj (t+g(R]_1 +Rj +Rj+1)))
n
¢ij-3 = 59VRj2R;1R;,

2
cir=0sik¢{j—1,7—-3,7+1,j+3} et cjr = —ci;. De plus, on a, pour p fixé dans Z et n — +o0,

Corpntp1 = VR (VIFu+ ()" VI—u) + 0 (1),
Cntpntp—3 = %\/—_t (VIi+tu—(-1)""PVI—u)+0(1).

Lemme 4.2. — On a, pour n — +00,
n—+s
2 1 [l 1 1
/ — J— _—
Onmts = \/;(t)l/‘l ((1 —aA T e ) TO\E )
ot s est fixé dans 7Z, tel que n + s soit pair, sinon a;wr&n =0.
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Lemme 4.3. — On a, pour s fixé dans Z et n — +oo,
||¢n+8”L°<>(]R) = O(n1/6)a
plus précisément, posons J = (Z1 — 6,Z1 4+ 6) U (Zy — 6,Z2 + 6) ot § est un réel strictement positif

assez petit et ou
t+ (—1)F2 V2
Zk = < \/§> ) k= 1a 2a
g

alors
[nssll ey = OMM®) et [ltbnssll ey = O(1),
ou J¢ désigne le complémentaire de J dans R. De plus,

e % Ynsll oo ) = O(1/v/1).

Lemme 4.4. — On a, pour n — +00,

11 [T/ V1+wu sin(q—p)v/2 nip V1—u cos(q—p)v/2
(ntpnte = n\/—_t%/() <1+ucosv sinv/2 (=0 1+wucosv  cosv/2 )dv
1 (e [yl 1 1 (=1~ 1
vt 2 ( C-w 2 Qra) 2] nvt  (1-w)h +O<W>’

o
s=p s n+p estpairet s=q St n+q estpair

et avec p,q fixés dans Z, de parité distinctes (sinon anipniq =0) .

Deuxiemement : le cas § = 4.
Dans ce cas, nous utilisons les formules asymptotiques pour j proche de 2n, nous supposons donc que

Wer > 2, ainsi
2 1 1
_ V9 € ]0, — [
—t Wer

u

V2

Lemme 4.5. — On a
n
ajj-1 = —5V I (t+g(Rj—1+ Rj + Rjt1)),

n
ajj-3 = —59VRj-2Bi11,

ajr=0sik¢{j—1,j—3,j+1,5+3} et ajr = —ag;. De plus, on a, pour p firé dans Z et n — +o0,

A2n+p2n+p—1 = _% —2t (V 1+ \/iu + (_1)2n+p V 1 - \/§u> + 0 (1) )
A2ntp2ntp—3 = —% —2t <\/ 1+ v2u — (1) /1 - \@U) +0(1).

Lemme 4.6. — On a, pour s fizé dans Z et n — +o0,

[Y2n+sll poom) = O(n'/%)

plus précisément, posons J = (Z1 — 8,21 + 6) U (Za — 0, Z3 + §) ou § est un réel strictement positif
assez petit et ot

t k2,2 2
Zk: ( +(7 ) g> ) k:1727
g
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alors
H¢2n+SHL°O(J) = O(nl/G) et Hw2n+SHL°°(JC) =0(1),

ou J¢ désigne le complémentaire de J dans R. De plus,

||6 *w2n+sHLoo(R) = O(l/\/’f_l)

Lemme 4.7. — On a, pour n — +0o0,
C2n+p,2n+q
1 1 (™[ V1++v2u sin(p—q)v/2 ot 1—v2u cos(p— q)v/2
= — - + (=1)"TP dv
nv=2t21 Jo \1++v2ucosv sinv/2 14 v2ucosv  cosv/2
1 (_1)2n+7’ (_1)([W]+[L2+q]) 1
- +
ny—2t 2 (1 —+/2u)1/? (1 +V/2u)l/2
2n+s

G Vit e DS !
/=2t (1—2u2)1/4 +O(W)’

ol
s=p st 2n+p estpairet s=q si 2n+q est pair

et avec p,q firés dans Z, de parité distinctes (sinon capipantq =0) .

4.3 Preuves des lemmes préliminaires

PREUVE DU LEMME 4.1. — On a
7 ) =n (VR (t+g Ry + Ry + Ris) w1 (V) + 9v/Fy 2Ry 1Ry (V)

et, d’apres le lemme 3.1,
75 (A) = 2¢j5-17m5-1 (A) 4+ 2¢5,j-3mj -3 (N,
d’ou
n
i1 = VR (t+g(Rim+ R+ Riv)),

n
Gi-3 = V-2l

De plus, d’apres la proposition 4.1, on a

RSN a0}

d’ou

Ruy = 5 (1= Vizd) o)

2g
- o) vofl)
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Ainsi
Cntpntp-1 = g <t + %t (3 — m ((—1)”‘*‘1’_1 + (_1)”+P + (_1>n+p+1)>>

V—tu
- 72“/? (1 + (=)™t m> \/1 — (1)1 w2+ 0(1)
n [—t i
= /= +0(1)
2V 2 1oy yi—e
= 2= “ +O(1)

27 VItu-(-1)""PVI-u
= VAW )T 0 ()

et
s = 3(5) ()i
x ((1 C(—nyrl T u2> (1 —(—)vtP /1 - u2))1/2 +0(1)

_ qu( SV ) V1 ) VTR o)
= \/7\/1 e 2+O(1)
- \/_\/1—|—u+(— )n+p\/1—u+0(1)
= BV (I ()T ) 10 1),

PREUVE DU LEMME 4.2. — Par définition, on a

a;L,n—i-s - /an—&-s <)\) d)\7 (41)

en supposant n + s pair, sinon le coefficient vaut zéro par imparité de 1,+s. De plus, a la limite
n — —+00, on a

w=wn+s)=14+01/n) e = (n+s)=1+0(1/n).

Ainsi, posons

1 i (—DF205\ "
zk(n—i-s):Zk—l—O(;), avec Zk:< \/Z]) , k=1,2.

9

Alors, pour § > 0 convenablement fixé, le comportement asymptotique de ¥, +s pour n — 400 sur
(0, +00) est déterminé dans les trois domaines

(O,Zl —5)U(ZQ—|—5,—|—OO), (Zl — 0,21 +5)U(ZQ —5,22—1—5) et (Zl + 6, Zsy —5)
par les résultats de la proposition 4.1. On découpe l'intégrale (4.1) en trois

a;’b,n-i-s = 2(11 + I+ 13)7

42



avec

I, = Unts (A) dA,

/(0,Z1 —8)U(Z2+0,+00)

I, = Unts (A) dA,

/(2157Z1+5)U(Z25,ZQ+5)

I3 = / Unts (A) dA.
(Z1+0,Z2—9)

Nous allons étudier les contributions de ces différentes intégrales grace aux formules asymptotiques de
la proposition 4.1. Pour cela dans un premier temps, nous allons étudier ces formules asymptotiques.
Comme nous utiliserons cette étude pour les preuves des autres lemmes, nous étudions tout de suite
avec la précision qui sera nécéssaire.

(a) Etude de I;.

En fait, nous allons donner un majorant de

/ s (V)] dA
(0,Z1—-6)U(Z2+6,+00)

qui montrera que I est négligeable par rapport aux autres intégrales. Les fonctions A — ¢ o z(\) et
A — x o y(A) sont décroissantes sur (0, z1) et croissantes sur (29, 400), de plus

w w
0 < A<zne /S <a<-1e0<¢<cosh /=,
w w

2o < A<t l<r<t+ooe0<¢ <400

et
0 < A< —0<y<-10<x <+,

fw
22 < A<+ 1<y< ﬁ@()gxgcosh_l

Wer

)
w/

donc, pour A € (0,Z; —0) U (Zy+ d,+00), on a ¢, x > C(4) > 0. Et, de plus

inh
re) = 5 (%50 -0).
() = % (cosh2¢ —1) >0, pour ¢ > 0.
On a \/_ n
A —1)ns 1
[Unts(A)] = 20n+sm exp <—(” +s)I'(¢) + %X +0 <m>) .
De plus
_ [w'sinh¢
d\ = \/; y do
donc
VA dA B w' [sinh ¢
20’”“1’57%% - 20n+s\/; A ’
or

1
A ~ const.exp(¢/4) et sinh¢ ~ 3 exp(¢/2), lorsque ¢ — +o0.
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Ainsi, le terme en facteur de I'exponentielle dans la formule asymptotique de v,4s est majoré sur
(Z3 + 6,400) par une fonction O(exp(¢/8)) (le probleme du 1/v/X sera traité ci-dessous). De plus, il

est facile de voir que
1
ol ———
o < <n<1 + |A>>>

est aussi borné sur (0,7, — 0) U (Z2 + d,+00). Le terme

()

est aussi borné sur (Zs + 0, +00) (car x est borné sur cet intervalle) et majoré par une fonction
intégrable sur (0, Z; — 9). En effet, on a

x = cosh™ |y| = log (—y +Vy? - 1)

car —y < 1 dans le domaine considéré. Le probléme se pose pour A proche de zéro dans (0,7, — 9).

Or, on a
T+ uvw
y=-—— < -1
1+ uvw'z

avec —1/ (ux/g) <z < —1, donc il vient

x = —log <1 + u\/Ja:) +O(1).

Ainsi

exp (#x) =0 ((1 + uvz) i1/4> et A= % (1+ ux/&x)m,

d’ou avec le 1/ VA qui apparait en facteur de I'exponentielle plus haut, on a le résultat. En conclusion,
on obtient

Z1—0
/0 gl = O (exp (—(n + S)D(B(Z1 — 6)))
et
[ Woniel <O losp (=G 9)0(6(2 + 0))/2).

Zo+0
(b) Etude de Is.
Par définition

I = / Ynes (V) dA.
(Z1-6,Z140)U(Z2—08,Z2+96)

On étudie les variables. On a

1
Uo(2) = ~g*2%(2% — 23)(2* — 23) avec 2z, = 2(j) et j=n+s,

4
d’out . A
Uj(=) = 76°(* = ()) (" = () = (25))),
oit 29 > 0 est le zéro (qui peut étre complexe) pertubé du zéro double de Up(z) en 0, de plus

z((]n+8) = O(n~'2) et z,(cnﬁ) = Z; + O(n™1), en effet, si on voit U;(z) comme une fonction de 22,
alors, les racines sont simples et 'application du théoreme des fonctions implicites donne 'existence
des développements asymptotiques de ces racines. On a, avec (k, k') = (1,2) ou (2,1),

A : : : 2/3
) = <§<—1>k /.35 <x2—<zé”>2><x2—<z,£”>2><:c2—<,i%>>2>dx> ,

A : 2/3
= ((—U’“ / oV <—1>k<x—z,i”>fj<x>dx> :
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ou

@) = oy (1R = G+ ) - D)2,
Donc

) 1 ' ' 2/3
(N = (1A — ) ( | vased + o zé”)y)dy) .

Comme f; est analytique sur un voisinage de (Z, — 6, Z, + 6), ¢; est aussi analytique sur un voisinage
de (Zy — 0, Zk + 9). De plus, il est facile de voir que

fn+s(x) = f(ﬂj') + O(n_l)

uniformément en = appartenant a un voisinage de (Zy — §, Z + 9), ou

Fla) = 2gr (1)@ + Z) (a2~ 28) > e >0,

sur ce voisinage. Donc
‘anrs()‘) = (I)()‘) + O(n_l)
uniformément en \ € (Zy — 9, Zy + 4), ou

1 2/3
BN = (1A Z4) < / ﬂﬂzmx—zk)y)dy) .

De méme, on prouve facilement que

Pngs(A) = ') + 0.

Le calcul donne

¥(Z) = (-1)F ( / 1 \/§f(Zk)dy> "

2/3
— (-1 (;ZgZM—l)%(Zz—Z%/))

1 2/3
= (=" (59% 27x(Z5 — Z12)> # 0.
Donc 45 et @ sont des difféomorphismes analytiques au voisinage de Z;. Et on a

Pnts(p) = (u) +0(n1)

uniformément en p appartenant a un voisinage de zéro. Ainsi, on a

Zit+6
= [ Dueh ( sonﬂm)w(%))dx

Zy—6 V ’(pn—l-s

soit encore, la fonction d’Airy étant bornée sur 'axe réel et avec oo = (2 — k) [242] ,
1/6 Z+6 1
I, = (-1)n/"/g 280n1s(A)dA 4 O <—> ,
Zr=6 ‘(pn—l—s n

(10”+S(Zk+6) QD;J,I-S(Z)

— oeateyg | [

onee(Ze=9) 1 [10t 1 0 Pt (2Pt 0 Pt ol(2)

. i) 51()
— (—1)°90p1/6 n2/3)dz
(1) «5(/ S +o<n)>,

Ai(n*?2)dz + 0O (%)

w70 T oD ()@ 0
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ot ®(Z;, + ) # 0 du signe de +(—1)*. L’intégrale qui apparait est de la forme
a
/ g(2)Ai(sz)dz, avec a#0 et s— 400,
0

ou g est une fonction analytique sur un voisinage de 'intervalle (—|al,|a]), avec g(0) # 0. Or, d’apres
les propriétés de la fonction d’Airy fournit dans [1] et les résultats d’analyse asymptotique de [3], on a

/Oag(z)Ai(sz)dz = %9 +0 (5_12) et

¢ : 24(0) 1 ,
/Og(z)Al(sz)dz = _§T+O<W>’ si a<O0.

Ici
(=) 92, 2 (—1)7**

V@0 (Z) a2 22 - Z7)

e (—t—i— (—1)’“2\@)1/2 _ (t (1+ (1)%))1/2 214 (-)fu

9(0)

or

g uy/ —t ’
d’ot
2 (-7t (-7t

g(0) = \/E\/m = V2(—t)V/A(1 + (_1)k u)1/4'

Donc

Z1+06
/ Unis (V)X =

Z1

Zo+0
/ wn-l-s ()‘) dr =

Zs
Z1

V(=) A1 — ) /A

E
—~~
|
o~
S~—

—
~
'y
—~~
—_
-
S
SN—
—
~
i~

WIN W= W= Wl

5 Vs (A) dA V2(—t)1/4(1 — u)l/4

A
Z2

S-Sl 5l Sl
T
=
off
A~~~
‘H
N N

Ungs (A)dA - =
Zo—b

Ainsi

e (-yt - ! +
VR VAL ) VRV ) /A

(c) Etude de Is.
On étudie les variables pour z € (21, 22). On a

Qe
VRS
E
N
=)
N———

_ng+t

Tnts(z) = avec W' =1+ 0(1/n),

2\/W'g’

d’ol, uniformément en z appartenant a un voisinage de (Z; + 6, Zo — §),

2
gz“ +t
nts(2) =X 1/n), X(z) =
Tnys(2) (2) +O(1/n), avec X(z) NG
et d
Tn+s(2) _ 9% > 0.
dz w'g
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Notons que

2 = = r=—l<s=p=nr<=T1=-7/2
z = m<<=ar=1<=¢o=0<T1=0.
On a q .
¢(z) = arccosx et fli:x):_m<0 pour z € (—1,1)
et

F(¢)_1<Sin2¢—¢> et dr((b):%(cos2¢—1):—sin2qﬁ<0 pour ¢ € (0,7).

2 2 d¢
Les fonctions x5, ¢ et I' sont régulieres et inversibles sur les intervalles ouverts considérés, de plus
1 V!
dz = d¢ avec (= (Togomxyis)(z).

sin'—1(¢) \/g(x;is o¢p~tol'1)(()

dnis(?) = 2Vw'g — txps(2)
) grasee) b

dyns t2 —4u'g Wer — W'
— - >0

S =
Ay s (2vgnss —t) (mxms - M)

et uniformément en z appartenant a un voisinage de (Z; + §, Za — §),

2,/ —tX(z
Yurs(2) = Y(2) + O(1/n), avee Y(z)= QQX—H(_?&
De plus
dx(y) 1
X (y) = arccosy avec = — <0 pour ye(-1,1
) e (-1,1)
et
z = pé&E=mr=—l=y=-l<=x=m,
z = &= r=1ls=y=1< x=0.

Ainsi, avec

_ Loy 1
Cute = 5720 (1+o(n)),
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on a

77bn-i-s (Z) dz
2CnJrS\/2

Sin @ 0 Ty s (z)

y <COS<<n+S+%> (FO¢O$n+S)(2)+W—(—1)n+s(><oyn+soxn+s) (z)> +O<%)>dz

4

2C’n+s\/(x;}rs o=l oT1)(()
sin['—1(¢)

(oo (04 L) ¢4 EELE T baee 06 0T @) (1))

L1 V' a
sin[=H(¢) V/g(anie 097t o T1)(C)

1 1
- (91/4ﬁ\/(X‘1 o ¢~LoT=1)(¢)sin® I—1(C) o <E>>
X <cos <<n+s—i— %) c+ = (—1)"+S(ono¢—1 o1 (<)> o <%>> "

D’ou, 'on déduit par intégration par parties, que

1
I3 = / Upts (A)dA =0 <—> .
(Z146,22—9) n

(d) En conclusion, on voit que seule l'intégrale I contribue & la partie principale de aj,,, et
donne le résultat.

PREUVE DU LEMME 4.3. — Les preuves découlent de ’analyse des formules asymptotiques fait dans
la preuve du lemme 4.2.

PREUVE DU LEMME 4.4. — Par définition, on a

o= ([ ar (/_;wmu— ) ).

Comme aji = 0, si j et k ont méme parité et que aj; est antisymétrique, on peut supposer que j est
pair et k est impair. Alors, comme la parité d’'une fonction orthonormale est identique a celle de son
indice, on a

1 A 400 1 A —o0
s ([ wwan- [Tuwa) = ([ st [ o)
1
= 5//\ Yj () dp
A
= / Y5 () dp,
0
puis, A — foA Y (1) dp et X — 9y (X) sont impaires, d’ott
400 A
agp =2 /0 aA /0 dgutsy (1) b V). (4.2)
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Nous cherchons I'équivalent de a4y ntq avec p, ¢ deux entiers indépendants de n, et on suppose n + p
pair et n + ¢ impair. Compte tenu de la fagcon dont les formules asymptotiques sont données, on fixe
d > 0 et nous emploierons la méthode suivante, qui consiste a découper en trois le support de (4.2),
de telle sorte que le découpage permette de définir des domaines ou nous porrons utiliser les formules

asymptotiques.
(a) On calcule I’équivalent de

Zo—0 A
D= [ [t (900 )

Z1+6 Z1+46

et on montre que l'expression de la partie principale (donc sans le reste o5 (1/n)) admet une limite
finie lorsque 6 — 0.
(b) On suit la méme procédure qu’en (a) pour

Z1+6 A Zo+6 A
L = < d)\/ du+/ dA/ dp
Z1—96 Z1—96 Zo—6 Zo—6

Za+6 Z1+6 Zo+6 Zo—0
+ / d/\/ dp + / d)\/ d#) @Z)ner (/UJ) wn«i»q ()\) .

Z1+6 Z1—0 Zo—0 Z1+6

(¢) On montre que l'intégrale I3 correspondant & l'intégrale sur la partie restante du support
(non prise en compte dans les intégrales I; et Iz) de (4.2) est négligeable devant les deux autres
intégrales I; et Is.

(d) On peut alors conclure. En effet, les résultats de (a), (b) et (¢) montrent que ap4ppntq admet
un équivalent, or, celui-ci ne dépend pas de §, on peut donc prendre la limite § — 0 dans la somme
des parties principales calculées en (a) et (b) pour obtenir une expression finale plus simple.

(a) Etude de I;.
On a

d¢

Togpoxy4q(Z2—0) F0¢O$n+p0I;}rqo¢*10F*1(C)
he “|
r r

0oy 4q(Z149) 0oy 4p(Z140)
2Cn+q w! (n + Q)

Vi@l 0o TQ) s T
x <cos <<n+q+ %) ¢+ TE X0 Yy 1(’51 OFI)(O) +0 (%))

QCnJ,_p w’(n + p)
Vi @ity 0 971 o T=1)(€) sin® T1(€)

x (Cos<<n+p+%>§+ il (Xoy”+”1¢lorl)<£)> +0 <%>)

X

ce qui donne

1 Togoxntq(Z2—0) Togownipoz,, | 06 Lol ~1(()
L =—— d / d¢
7T\/g Togoxyiq(Z1+9) Togoxy4p(Z1490)
-1 -1
y 1 cos(<n+q+l><+”+<x"“¢ TN, (2
V(X Tog=tol1)(()sin’ T-1(¢) 2 4 n
_ -1 -1
" 1 Cos<(n+p+l)§+7r (xoYog¢p 'oll )(§)>+O 1 ‘
V(X Tog=tol=1)(€)sin® -1(¢) 2 4 n
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De plus,

IFog
Fog
et
Zp = Tpyp O xn+q
d’out

P

uniformément en ¢4, car ¢,
D’ou

O Tn+ts (Z1+5) FO¢OX(Zl+5) O(l/n)’

0 Tpts (Zo — ) FogpoX (Zy—9)+0(1/n)

1/ 1+—+O<1>>Zq,
n2
arccos Z, = arccos (( 4+ — + O < ! >> cos ¢q>

- L2 o<n2)

prend ses valeurs dans un compact (dépendant de d) inclus dans (0, ).

2n  sin qbq

_ B — P COS Py 1
£ = L) =T <¢q 2n smqbq 0 < >>
_ 1 q— pcosF
=1 <F (©) - 2n sinI'~ < >>
— (- q—pcosI'71(() i
B 2n sinl- (c n2
q—p 1
= (+ 5 cosT7H(¢)sin T~ (—2>
1q
= C+— 1 P sinor- (C)+O(n2>
Donc
1 TogoX (Z2—38)+O0(n~1) C+1 R sin 2T~ 1) +0(n—2)
L =—— d(/ d¢
T\/9 JTopoX (21 4+8)+0(n-1) TogoX (Z1+6)+O0(n—1)
1 1 Yog¢ptol! 1
X cos(<n+q+—>(+ﬂ+(xo 0P © )(O>+O<—>
V(Xtog Lol =1)(()sin® T~L(() 2 4 n

1

7—(xoYogplol~

. (\/(X_lo¢_1of_

L’intégrale est de la forme

GG ((rereg)es

, 1 TCogoX (Z3—8)+0(n _l)d c+%%sm2r—1(c)+om—2)d
' AT\/G JropoX (Z1+8)+0(n~1) C/I‘O(bo X (Z146)+0(n—1) .
(0O e 40 (1)) (m@e +n©ero (1)),
n n

avec

1 T+ (xoYog o) ((
w(¢) = VX Top ol HQOsnd T 1) © <Z<< > 1 >>

_ 1 7T+(X0YO¢_10F_1)(C)

Y (Y Y ST e eXp( (( ) 1 ))
by (€) = 1 + W—(XOY0¢710F71)(£)
’ B \/(X_lod)_l oI'—1)(¢)sind T'— eXP Z 4 ’

1 wf(xoYoqblOF_l)(S)
@) = V(X 1ogLoT-1)(€)sin? exp( <<p+ ) 4 >>



et ces quatre fonctions et leurs dérivées sont bornées dans le domaine considéré. On commence par
éliminer les termes en O (1/n). On a

TogoX (Z2—8)+0(n=1) ¢+O(nh) 1 1 1
/ ! 0 (5)0 () =0 (5e)
TogoX (Z1+6)+0(n~1) TogoX (Z1+6)+O0(n~1) n n "

car les intervalles sont bornés. Et, en intégrant par parties, on a

FO¢OX(Z2*5)+O(TL_1) C+O(TL_1) 1 ) 1
f 0 [0 (B)) -0 ().
TogoX (Z1+8)+0(n—1) TogoX (Z1+8)+0(n=1) n n

Pour l'autre cas, en intégrant par parties I'intégrale par rapport a &, on a

Togo X (Z2—38)+0(n~1) 1 ¢+0(n~1) .
/ aco (—) / by (€) eV g
Togo X (Z1+6)+0(n—1) n To¢o X (Z1+6)+0(n—1)

C+O(n71) k.
< 0(3) ¢ / br, (£) el 71 e g
n T

0o X (Z1+6)+0(n—1)
D’ou
1 TogpoX (Z2—8)+0(n~1) ¢+ 1952 sin 201 () +0(n=2)
n = a | e
r

TogoX (Z2—8)+0(n~1)
/ a
r

o)

0o X (Z1+46)+0(n—1)

AT\/G JTogoX (Z146)+0(n—1) 00X (Z14+6)+0(n—1)

x (ao (€)™ + ay (¢) e—in@‘) (bo (€) ™€ + by (€) e—mf) i) (%) .

Toujours en intégrant par parties, on a

TopoX (Z2—6)+O0(n~1) ¢+O(n~1) ) ]
/ a | € () 6"y (€) o
TogoX (Z1+6)+0(n—1) FogoX (Z148)+0(n—1)

of3)

TopoX (Z2—6)+O0(n~1) C+ 9P gin 2~ 1 (¢)+O(n~2) ) )
/ ¢ / déag (¢) 6™by (€) e
Fo¢oX(Zl+§)+O( 1) TogoX (Z148)+O0(n~1)

_ /FOQSOX ZQ (<) bl (C) —z% sin 2F71(C)dg + O <i>
T " |

o¢oX(Zl+5) —in
TogoX (Za—8)+0(n~1) ¢+1 2R sin 2T~ 1(()+O0(n—2) , ,
/ ¢ déar () ey (€) e
TogoX (Z148)+0(n—1) TogoX (Z146)+O0(n—1)
_ /FO¢°X (7270) 4y (¢) bo (C)ez% sn2M (O q¢ 4 O (i)
Fo¢oX(Z1+5) in n?)’
CogoX (Z2—8)+0(n=1) ¢+O(n1) , .
/ a déar () e~y () ™"
TogoX (Z1+6)+0(n—1) FogoX (Z148)+0(n—1)
- o).
Ainsi
1 PogoX(Z22-9) P P 1
T = — a (C bO (C T sin2I'"1(¢) ao C) bl C) e VT sin2I'~1(¢) dC + O <_)
! 471'7,”\/_6 FO¢OX(Z1+6) ( ) ) ( ( ) TLQ
1 TogoX (Z2—6) 1

211\/9 Jrogox(zi+s) (X Tog=to=1)(()sin®T—1(¢)
X sin <(p —q)C+ a—p sin 20 1(¢) — (xo¥o¢ ol (C)> d¢+ O (%)
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Repassons dans la variable v = I'(¢), d¢ = —sin? vdv, il vient
1 PoX (Z2—96) 1
211\/9 Jpox (z146) (X710 1) (v)sinv

- i — oY oop !
xsin<(p2q) (Slr;2v—v)+q4psin2v—(x Y 2¢ ﬂv))dv—i—O(%)

_ $oX(Z2-96) -1
! S— sin<q P, xo¥od )(”)>dv+o<i).
211\/G Jpox (z146) (X 1o 1) (v)sinv 2 2 n?

On transforme les expressions de (X to¢ 1)(v) et (YoY o¢~!)(v). On a

(X~ o g 1)(v) = (M) _ \EW

I, =

)
et
(xoY o¢ 1) (v) = arccos (%) = arccos (%) .
D’ol

I -1 ¢oX (Z2-96) 1 ) <q—p 1 <u+cosv >>d +O<1>
= — sin v — —arccos [ ———— v — .
! 2y =t Jpox(z,+6) sinvy/1+ucosv 2 2 14+ ucosv n?
Achevons de transformer ’expression, on a
. (q—Dp 1 U+ Cosv
sin v — —arccos [ ———
2 2 1+ ucosv
. q—0p 1 U 4 cosv
= sin v | cos | = arccos | ————
2 2 1+ wucosv
q—0p . 1 u + cosv
— oS v | sin | = arccos | ——— .
2 2 14+ ucoswv

De plus,
1 U + cosv 1 U + cosv
cos | — arccos | ——— = (14—
2 1+ ucosv 2 1+ ucosv
B 1+u 1+ cosw
N 2 1+ ucoso
14+u v
= \/T———cos3
1+ ucosv 2
et

. 1 U + cosv 1 U+ cosv
sin ( — arccos | —— = —(1-—
2 1+ ucoswv 2 1+ucosv
1—u 1 —cosv
2 1+ wucosv

_ [ 1—u
N 1+ ucosv + u cos v
En conclusion, on obtient

1 ¢0X(Z25)( Vitu sin(g—pp/2  Vi-u COS(q—p)v/2> d,UJrO(%).

L=
! Arny/—t Jgox(z1+6) \1+ucosv  sinv/2 1+wucosv  cosv/2
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(b) Pour calculer I’équivalent de

Z1+5 A Z2+6 A
( / ax / dut [ ax / du
Z1—6 Za—0 Zo—0

Z2+5 Z1+6 Zo+6 Zo—0
S Y R Y du) Yoty (1) g (V)
Z1+6 Z1—6 Zo—0 Z1+6

on est ramené aux équivalents suivants, dont certains ont déja été calculés,

/Zk—i-é 1 (1)@ P[] 1

25 ¢TL+S (>\) d>\ = %\/i(_t)l/‘l(l_'_ (_1)ku)1/4 +O < 5/6
Zo—06
/ Unys(N)dA = O <l> avec s5=Dn,¢q
Z1+6 n

> avec k=12 et s=p,q,

et Zi+0 A
Jp = / [ Aty (1) Ynsg (), avee k=1,2.
Zi—0 Zp—96
Soit
Zi+0 A D 1
Jp = / d)\/ dp _ Dnigd (Ai(n2/3g0n+q()\))—|—0 (—))
Zy—6 2,6 |Pnaq(M)] "
Dyyppt 1
| e (i i) 0 (1))
’@n—l—p(u)‘
n n n+q(Zk+9) ntp0Pp, 14 (2)
_ (_1)(2—19)([%]—&-[%]) nl/gg/ﬂﬁ +alZk dg;/@ +pOPntq dy
Pn+q(ZK—9) Ontp(ZK—0)
-1
X ( Pntq() Ai(n*z) + 0 (1>)
V19t © Pt (@) Fhrg 0 @ity (@) n
-1
e I0)
VIhp 0 Pty @)y © Prp(B)
. . ®(Z,+6)+0(n~1) e+ 1 0o(n~2)
(e R ) s / k o [ dy
®(Zp—6)+0(n=1) ®(Z,—86)+0(n=1)
w/|<1>/o<1> x) D/ 0 O n
—1
\/|<I>’o<I> yq)’oq) n) )’
car

Gty 0 Prly(8) = 7+ ”+o< 2),

En effet, d’apres existence des développements asymptotiques des zéros de U, 45, on a

pntale) = 0(a) 4 16.(2) 40 (7).

ce qui donne
_ _ _16s0@" (w) 1
1 _ &1
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d’ou ) 1
<pn+pog0;}rq(:v) :x—i_ﬁ(ep_eq)O@_ (z) + O <n2>

Cette intégrale se décompose en trois parties (différemment selon que k& = 1 ou 2, on rappelle que
Onis(Zy £0) est du signe de +(—1)F) et on ne note pas I'intégrande pour alléger les notations

©ntq(Z2+96) ‘PnerO‘P;Jqu(z) ©n+q(Z2+9) 0
/ dx / dy = / dz / dy
ntq(Z2—9) ©ntp(Z2—9) 0 ntp(Z2—9)

on+tq(Z2+0) <Pn+p°<f’;-1+q(x) 0 Wn+p°@;iq(x)
—|—/ dx/ dy + / dx/ dy
0 0 n+tq(Z2—0) ntp(Z2—0)

et
Pntq(Z1490) ‘Pn+po‘:0;-‘1-q(x) Ontq(Z1+9) ¢n+po¢n+q
/ da:/ dy = / dx/
Pntq(Z1-0) ©ntp(Z1-0) 0
0 ‘Pn+p030;<1fq(z) ntq(Z1+9) 0
+ / dz / dy + / dx
®n+q(Z1—-90) ©ntp(Z1-90) Pntp(Z1—6)
Notons

()

VP o @ 1(2)|P o L

U(x) =

D’apres la preuve du lemme 4.2, on a

n+tq(Z2+9) 0
n1/3g/ d:z/ dy (W(az)Ai(nz/ga:) +0 <l>>
0 ® (Z2-9) n

n+p

X <\I’(y)Ai(n2/3y) +0 <%>)

I EU N o
o on9(—t)/2(1 4 u)l/? ni/3

Pr+q(Za+9) PrtpOPnq(T)

n1/3g/ ' dx/ s dy (‘Il(x)Ai(nQ/3x) +0 <l)>
0 0 n

X (\Il(y)Ai(n2/3y) +0 (%))

RS N
Cn36 (—t)1/2(1 4+ u)l/2 ni/3 )"

/Oson+q(Z2+5) " /¢n+powniq(x) dy( @)Ai(n 2/3x)+0<%>>
X i(n¥3y)
<ilffj(t2i5 ( >Zn+q Z2+9) z+0(1/n)
(e e [ )
(o ) (oo ).

o4

Ensuite, il vient

En effet, on a



Ainsi, comme sur [0, 4+00) la fonction d’Airy est positive, il vient

Pn+q(Z2+0) z+0(1/n) 1
/ dx/ dy (\Il(x)Ai(nz/?’:C) +0 <E>)
0 T
x <\I/(y)Ai(n2/3y) +0 (%))
Pn q(22+5)
- 0 (1) / : <|\I’(m)\Ai(n2/3x)dx +0 <1>) dz
n 0 n
1
= ¢ (W) ~
De plus, par symétrie, on a
<Pn+q(22+5) z
/ dw/ dy <\Il(a:)Ai(n2/3w) +0 <l>>
0 0 n
X (\Il(y)Ai(nz/gy) +0 (%))
Pn q(Z2+§) 2
(/ " (\IJ(:E)Ai(nQ/?’ﬂ:) + 0 <l>) dx>
0 n
1 U(0) 1\)?
(7o (3))

on déduit le résultat de la preuve du lemme 4.2.

Enfin, on a
0 x—i—c(:) +O(n’2) 1
nl/gg/ dac/ dy (lll(x)Ai(ng/gzv) + 0 (—))
Pntq(Z2—0) ntp(Z2—0) n

n+q

X <\I/(y)Ai(n2/3y) +0 (%))

SO e #2050 (25).

n9 (—t)1/2(1 + u)l/2 n nA/3

N =

N —

En effet, on a

0 e+ 1 0(n—2) 1
/ / dy (qz(x)Ai(nW%) +0 <—>>
n+q 4Pn+p(22 5) n
(s +o(1)
0 4 2&) C(Z) 1
SR
®(Z2—0)+0(1/n) ®(Z2—8)+0(1/n) n
e o)
0 o 2
= / d$/ dy +/ dx/ dy
©(22-6)+0(1/n)  J@(Z2-8)+0(1/n) ®(Z2—0)+0(1/n)  Ja
1 1 1
; 3 c.2/3
(w0 (1)) (wmiot ) +o (1)) +o (55).
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Donc, on a

0 x
/ dx/ dy <\I’(33)Ai(n2/3x) +0 (l>>
®(Z3—8)+0(1/n) ®(Z2—0)+0(1/n) n
X <\I’(y)Ai(n2/3y) +0 <1>)
n

-/ a [ dy (W () Ai(n* )W () Ai(n* ) )

®(Z2—0)+0(1/n) ®(Z2—6)+0(1/n)

0 @ 1
+/ \I/(x)Ai(nQ/%)dx/ O (—) dy
(Zy—8)+0(1/n) ®(Z2—6)+0(1/n) n

0 T
—i—/ O <1> dx/ T (y)Ai(n?3y)dy 4+ O (%) .
B(Z3—8)+0(1/n) n ®(Z2—8)+0(1/n) n

Or, posons
B(:c):/ Ai(t)dt,
0

d’apres [1], c’est une fonction bornée sur R. Ainsi, en intégrant par parties, il vient

0 T
/ Ai(n?3z) \Il(x)/ @) <l> dy | dz
®(Zy—8)+0(1/n) ®(Zy—5)+0(1/n) n
0
z 1
B(n?3z) (W(az)/ @) (—) dy)]
®(Z=-0)+0(1/n) T ®(Zs—5)+0(1/n)
10 ‘ 1 ,
_W/ B(n*3z) ‘ll(x)/ O<—> dy | dz
n%/3 Jo(2,—8)+0(1/n) ®(Z2-6)+0(1/n)  \T

1
- O(W)

/ U(y)Ai(n*3y)dy
®(Za—5)+0(1/n)

n2/3

de méme

1 @ I
— — |w(y)B(n?3 __/ U (1) B(n2/3,)d
nz/g[ (y)B(n y)] @(Zs-0)+0(/m) 12 Joz,—syr0(1/m) (y)B(n*°y)dy
1
- ()

uniformément en z € (®(Zy — J) + O(1/n),0), il vient

0 1 T
/ 0 <—> da:/ U (y)Ai(n*y)dy
®(Z2—6)+0(1/n) n ®(Z2—8)+0(1/n)

1
- O(W)'

Et, par des arguments analogues, on montre que

/[ a [ dy (W () Ai(n* ) W(y) Ai(n* ) )

&(Za—6)+0(1/n) &(Zy—8)+0(1/n)

- /0 dz /x dy (\If(x)Ai(n2/3:r)‘1’(y)Ai(n2/3y)> +0 (#) :

®(Zy—0) ®(Zy—0)
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Donc, on obtient

0 T
/ d:):/ dy (ql(x)Ai(nQ/gm) +0 <1>>
®(Z3—6)+0(1/n) ®(Z2—38)+0(1/n) n
Y (q; (n23y) + 0 (l)>
n
0 T 1
= / da / dy (\Il(w)Ai(nz/gzc)\Il(y)Ai(nQ/gy)) +0< - /3>
®(Z2—-6) ®(Z2—-6)
0 2 1
/ U(z)Ai(n?Pz)dx +O< 5/3>
®(Z2-9)
1/ 1 2W(0) 2 1
(@m0 (n) rolam)

par symétrie et on est ainsi ramené au cas du lemme 4.2. De plus, on a
0 :v—l—T 1
/ dm/ dy <\I/(:U)Ai(n2/3x) +0 (—))
®(Za—8)+0(1/n) P n
1 1
U(y)Ai(n*Py) + 0 | = O
(AT y) +O| ) | +O0(
c(x)

— /;ZH) dz /j+ " dy <\If(x)Ai(n2/3x)) (lli(y)Ai(n2/3y)) L0 (%)

0(5) 1
25 +0 (53m).
c(x)

[;Za—é) 4 /:* Cdy <‘I’($)Ai(n2/ 3x)> (\I/(y)Ai(nz/3y))

c(x)

0 T+ =
Lol
P(Z2—-9) x

car, pour y entre x et  + c¢(x)/n, on a

DO | =

En effet,

dy (¥ (2))? Ai(n?32)Ai(n?Py) + O (%) ,

W(y) = U(z) + O (%) .

De plus, on a

erC(Tf) 1
/ Ai(n?Py)dy = A [ p <n2/3x + @> dt
T 0

n nl/3
— c_x)A( 2B2)+0 1
= — ATz 573 )
car
. te(x) o(z)\? te(x)
2/3 _ 2/3 cr) 1, 2/3
Ai <n T+ n1/3> Ai(n*"z)| < <n1/3 tesz(l)pl) Ai' (n“Px 173
2

puisque, d’apres [1], on a, pour s — +00,



Ainsi, il vient

o @)
Ao(zg—d) dac/x T dy (\Il(x)Ai(nQ/3x)> <\I/(y)Ai(n2/3y)>
_ /0 @(@(@)2 (Ai(n*32)) dx+0< ;/2>

®(Zy—0)

11 ° o dx 1\  0() 1
= 59 g OO 50 (5) =m0 (55

d’apres [3] et car (Ai(—t))? —

En conclusion, on a
nt Z2+5) PP
nl/3g / ' / ol < U(2)Ai(n?3z) + O <1>>
Yn+q(Z2—0 n+p(Z2—9) n
X (\Il(y)Ai(n2/3 3))
n
00©) ,

27r1\/i = —ﬁ (sin(3t3/2) + O(¢t~3/2)), ce qui donne le résultat.

B %i( )1/2(14-11,)1/2 n (n“/?’)
De méme
() ([521+52]) 18, /wn+q<z1+(s> " /x+¥+o<n2> »
0 0
< (vwnio +o (1)) (swmioen + o (1))
- S Ao (),
(_1)([%%[%])”1/39/ } d)dx/%+::nj:(x)dy
Ontq(Z1— Ontp(Z1—
< (vaieo) +0 (1)) (wwaice +0(1))
- s o +© ()
et
(_1)(["2"]+[”2q])n1/3g/0%0n+q(21+6) dw/;ﬂ(Zla) dy
< (vmioon 1o (1)) (vwin o (1))
LG o (k).
donc

n n n (Z +6) n o T_Ll (‘T)
(_1)([717]+[Tq]) n1/3g /‘P +q(41 e /80 +p%Pntq dy
®ntq(Z1-96) ntp(Z1—0)

x (\If(x)Ai(n2/3a:) +0 <%>> <\1!(y)Ai(n2/3y) +0 (%))

11 ((_1)([2]+[]) L 0) +O< 1 )

nA/3




Ainsi

11 (_1)([T]+[T]) 1 O () 1
Nt h=07 ((—t)1/2(1 o2 T Corareie) T e T <n4/3)

et

(c) Nous allons montrer que le terme

AR A +o0 Z1—6
I3 = </ d)\/du+/ d)\/
0
Za+9 A
/ ax / dpi+ / a du) bty (1) msa (V)
Z2+6 Zo+6 Za+46

est négligeable par rapport aux autres termes évalués en (a) et(b). En effet, on a

Z1—6 A Z1—06 Z1—06
[ iy ) 0ra | < [ sl [ ol
Z1—0 oo Z1—0
dA dﬂ/d’n—i—p (ﬂ) ¢n+q (/\)‘ < / ’wn-&-q’/ ‘wn—&-p‘
Z1—06 0
—+o00 Z1—0
S <C+/ ‘wn-&-q‘)/ ’¢n+p’7
Za+96 0
Z2+5 —+o00
S i (0w ) < [ Wl
Za+90 Za+0
<

/ D[ by (1) sy <A>‘
Za+0 Za+9d

+o0 +oo
[ Wonsal [ e
Zo+6 Zo+6

A —0 —+o00
/ [Vnts| et / ¥+
0 Zo+0

sont exponentiellement décroissants lorsque n — 400, on a le résultat.
(d) En conclusion, comme ’expression finale ne doit pas dépendre de §, on prend la limite a
0 —0.0na

et comme d’apres le lemme 4.2

%II%(;SOX(ZQ—(S):O et %mg)qﬁoX(Zl 0)=m,

done, d’apres (a), (b) et (c),
1 1 /“( V1t+u sin(¢g—p)v/2  V1-u cos(qp)v/Z) do

Onipntq = n\/—_t% 1+wucosv  sinwv/2 1+wucosv  cosv/2

1 1 (_1)(["2ﬂ]+["7+q]) 1 1 (_1)["7“’] 1
+n\/—_t5< o ) e O ()

si n + p pair et n + ¢ impair. D’ot, si n + p impair et n + ¢ pair, on a

11 /“( Vitu sin(g — pJv/2 Vi-u COS(q_pWQ) dv

Q. g —Qa = —— -
P et T /=t 21 1+wucosv  sinwv/2 14+wucosv  cosv/2

1 1 (1)([%“[%4]) 1 1 (_1)[’17”] 1
r5< A—w” " Atu)? ‘n¢——t<1—u2>1/4+0<m>'
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Donc

1 < V1+u sin(qg—p)v/2 nip V1—w cos(q—p)v/2> d

Gntpntq = v—t2r Jo \1+ucosv sinv/2 - 14+wucosv  cosv/2
Ly (=) 1 (U] 1
V=2 (1= )1/2 Taron) TS (—an +O<W)

avec
s=p si n+p estpairet s=¢q si n4+q estpair.

PREUVE DES LEMMES 4.5, 4.6 ET 4.7. — Il suffit de remarquer que dans ce cas w(2n+s) = 2+0(1/n)
et w'(2n + s) =2+ O(1/n), et on utilise les preuves du cas 3 = 1. Finalement, on constate que cela
revient & changer t en 2t et u en v/2u.

4.4 Calcul des éléments des matrices GG

Comme V est un polynéme pair de degré 4, le degré d de V' vaut 3, donc la matrice anti-
symétrique G est de taille 3 x 3 ou 4 x 4, selon le cas. Nous allons donner une expression explicite?
des éléments de cette matrice en fonction des coefficients ajy, a;.k, et ¢ji. Remarquons immédiatement
que les coefficients s;; sont nuls si j et k sont de parités distinctes.

Premierement : le cas 8 = 1, n pair.

Lemme 4.8. — On a
0 In—3.n—2 0
G = In—2mn—3 0 In—2mn—1 5
0 In—1,n—2 0
avec
_ _ Cn—-3nAnn+1Cp+1n—2
In—3n-2 = —Gn—2n-3= — )
1- Un—2n+1Cn+1,n—2
(Cn—l,nan,n—‘rl + Cn—l,n+2an+2,n+l)Cn+1,n—2
In—1n-2 = —Gn-2n-1—= — .
1- an—2n+1Cn+1,n—2
PREUVE DU LEMME 4.8. — On rappelle la relation donnée par le lemme 3.2

Ajk—3Ck—3k T Qjk—1Ck—1k T Qjk+1Ck+1k T Qjk1+3Ck+3k = Ojk;

ainsi
n—1 k+3
Sjk = Z ajecop = Ok — Z ajeCog-
{=k—3 {=n
On a
Sn—3n—3 0 Spn—3,n—1
D = 0 Sn—2,n—2 0 )
Sn—1,n—3 0 Sn—1,n—1
avec
Sn—3,n—-3 = 1- an—3nCn,n—3,
Sp—1,n—3 = —An—-1,nCnn-3,
Sn—2n—-2 = 1- n—2 n+1Cn+1,n—2,
Spn—3n—1 = —an-3nCnn—1 — Gn—-3n+2Cn42n—1,

Sp—1,n—1 = 1-— Upn—1nCnn—1 — An—1,n+2Cn+2,n—1,

20n aura besoin des équivalents de ces coefficients, c’est pourquoi il faut des expressions développées des coefficients
g;x en fonction des coefficients a;y, a; & et ¢ji. Voir la note de la page 66 pour des explications complémentaires.
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d’ou

det D = 3n—2,n—2(Sn—3,n—33n—1,n—1 - Sn—l,n—?)sn—?),n—l)-

En posant
@ = Sp—3n—-35n—1,n—1 — Sn—1,n—35n—3n—1,
on a
Sn—1,n—1 _ S5n—-3,n-1
L a (1) a
D" = (tw)p—3<op<n—1 = 0 PR 0
__S5n-1,n-3 O Sn—3,n—3
a a
Explicitons « :
o = (1 - an—S,nCn,n—S)(l — Op—1nCnn—1 — an—l,n+20n+2,n—l)

_(an—l,ncn,n—3)(an—3,ncn,n—1 + an—S,n+20n+2,n—1)
= 1- Gpn—3nCnn—3 — An—1nCnn—1 — On—-1n+2Cn+2n—1

+an—3,ncn,n—3an—1,n+2cn+2,n—1 — An—1,nCnn—-30n—-3n+2Cn+2n—1-
D’ou, d’apres le théoreme 3.1, on a

Cn—3n—-2 — Cn—3n—65n—6n—-2 — Cn—3,n—4Sn—4,n—2

In—3n—-2 = —Cp—3n—2+ )
Sn—2,n—2
et
Sp—6,n—2 = —Qn—6n+1Cn+ln—2 €6 Sp—an-—2 = —Ap—4nt1Cnt+in-2,
d’ou
. (Cn73,n72an72,n+1 + Cp—3n—6an—6n+1 + Cn73,nf4anf4,n+1)Cn+1,n72
In—-3n—-2 =
1- Gn—2n+1Cn+1,n—2
o _cn—3,nan,n+lcn+1,n—2
1- an—2n+1Cn+1,n—2
De méme,
Cn—1,n—2 — Cn—1n—4Sn—4,n—2
gn—1n—-2 = —Cp—1p-2+
Sn—2,n—2
 (en-1n—20n—27n41 + Ca1n—40n—4.0n+1)Cnt1,n—2
1-— (n—2n+1Cn+1,n—2
_ (Cn—l,nan,n—i-l + Cn—l,n+2an+2,n+l)cn+1,n—2
1- (n—2,n+1Cn+1,n—2
et
n—1
In—1n-3 = § (Cn—l,ﬁ - Cnfl,nf43n—4,€)t€7n—3 =0
{=n—3

car, d’apres le positionnement des zéros de D™, f =n — 3 oun — 1, donc cn—1e=0c¢et s,,_40=0.

Deuxiemement : le cas § = 1, n impair.

Lemme 4.9. — On a

0 In—3n—2 0 In—3n

G = In—2n—3 0 In—2n—1 0
0 In—1,n—2 0 In—1n
Inn—3 0 Inn—1 0
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avec

1
/
gn—2n-3 = —Cn—2n-3 + E (an757ncn,n—3cn—2,n—5(an—l,n+20n+2,n—1 - 1)

/
+an_1,n(0n72,n73cn,n71 —Cn—2n—-1Cnn-3 — Cn,n73cn72,n75Cn72,n75an75,n+2Cn+2,n71))
+a ((1 - an—l,n+20n+2,n—1)(Cn—2,n—3 + cn—2,n—5an—5,ncn,n—3)

_anfl,n(cnflnfBCn,nfl —Cp—2n—-1Cpn-3 — Cn,nfBCan,n75Cn72,n75an75,n+2Cn+2,n71))

1
/
In—1n-2 = —Cp-1np-2-+ ; (_an7n+3cn+3,n(cnfl,n72 + Cnfl,nf4anf4,n+lcn+1,n72)
/
+an,n+1(cn—1,ncn+1,n—2 — Cn—1,n—2Cn+1n + Cn—l,n—4an—4,n+3cn+3,ncn+1,n—2))
1

Inn—-3 = —Cpn—3-+ acn,n—S(l - an—l,n+26n+2,n—1)a

Inn—-1 = —Cnpn-1 + a(cn,n—l + cn,n—3an—3,n+20n+2,n—1)a
ot

_ !/ 1 /
a = an_37ncn,n73( - anfl,n+2cn+2,n71) + an_lm(cn,nfl + Cn,n73an73,n+20n+2,n71)

+(1 - an73,ncn,n73)(1 - @nfl,n+2cn+2,n71) - anfl,n(cn,nfl + Cn,n73an73,n+20n+2,n71)

et
/
Y= an7n+3cn+3,n(an—2,n+lcn+1,n—2 - 1)
!/
_an7n+1(Cn+1,n—2an—2,n+3cn+3,n + Cn+1,n)-
PREUVE DU LEMME 4.9. — On rappelle que ’on dispose de la relation

/ ! / /
Ay, f—3Ck—3k + O g 1Ck—1k T Qp 1 1Ck+1,k + Ay g 3Ck+3% = 0.
Compte tenu des propriétés de parité des coefficients, on trouve
/
Sp—3,n—3 = 1+ (anfgyn - an—B,n) Cn,n—3,
/
Sn—1,n—-3 = (anfl,n - an—l,n) Cn,n—3,

Sn—2n—2=1—an_2nt1Cnt1,n—2,
/
Snn—2 = —Qpy n11Cn+1,n—-2;

/
Spn—3,n—1 = (an—37n - an73,n) Cnn—1 — On—-3n+2Cn+2n—1,
/
Sn—1,n—1 = 1+ (an—l,n - an—l,n) Cnn—1 — Op—1,n+2Cn4+2n—1,

Sn—2n = —An—2n+1Cn+1n — An—2n+3Cn+3n,
/ /
Snn = —Ap nt1Cn+1n — Qp p43Cn+3n-
Donc
Sn—3n—3 0 Sn—3n—1 0
D= 0 Sn—2,n—2 0 Sn—2n
- b)
Sp—1,n—3 0 Sp—1,n—1 0
0 Sn,n—2 0 Sn,n
d’ou
det D = ay,
avec

Sp—3,n—35n—1,n—1 — Sn—1,n—35n—3,n—1,

= Sn—2n—2%n,n — Sn,n—25n—2,n-
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a = (1+ (a;l,g,,n — an_gm) Cnmn—3)(1+ (a;,lm - an_l,n) Cnn—1 — Qn—1mn+2Cn42,n—1)
_((a/n—l,n - an—Lﬂ) Cn,n—3)((a;z—3,n - an—3,n) Cnn—1 = @n—3n+2Cn+2,n—1)
= 1+ (a5 3, —an-3n) cnn-3+ (a1, — Gn-1n) Cnn1 — Gn-1n4+2Cn42,n-1
+ (aZ_Ln - an—l,n) Cn,n—30n—3n+2Cn+2,n—1 — (a%_gm - an—3,n) Cn,n—30n—1,n42Cn+2,n—1
= afn_gmcnm,g(l — Ap—1n4+2Cn+2n—1) + a;_lm(cn,nq + Cnon—30n—3n+2Cn+2.n—1)

+(1 - an73,ncn,n73)(1 - anfl,n+26n+2,n71) - anfl,n(cn,nfl + Cn,n73an73,n+2cn+2,n71)

et
v = (1—a c )(—a, c —a, c )
n—2n+1tn4+1n—-2 n,n+1n+1n n,n+3n+3,n
/
7(*an,n+1cn+1,n72)(*aan,nJrlcn«H,n - aan,n+3Cn+3,n)
/
= an,n+3cn+3,n(an—2,n+lcn+l,n—2 - 1)
/
_an,n+1(Cn+1,n—2an—2,n+30n+3,n + Cn+1,n)-
Ainsi . )
n—1l,n—1 __Sn—-3n—-1
a 80 a S O 2
0 n,mn O __°n=2n
-1 _ . -
D - (tfk)n—?)gf,kgn - _ Sn—-1,n-3 8 Sn—3,n—3 OPY
a a
0 __Sn,n-2 0 Sn—2,n—2
Y Y
D’ou, d’apres le théoreme 3.2, on a
In—2mn—-3 = —Cp—2p-3+ 5 (Cn—Z,E - Cn—2,n—55n—5,€) tf,n—3
l=n—3,n—1

= —Cp-2n-3T E(Can,n%SSnfl,nfl - Can,nflsnfl,nf?))

+acn—2,n—5(Sn—S,n—lsn—l,n—3 - 5n—5,n—38n—1,n—1)7

or
A
Sn—5,n—3 = (a’n—S,n - an75,n) Cn,n—3,
/
Sp—5n—1 = (an—5,n —An—-5n) Cnn—1 — On—5n+2Cn+2n—1,
donc
Sn—5n—15n—1,n—-3 — Sn—5n—3Sn—1,n—1
_ ( / o / o o
= Up—-1n — An-1n cn,n—3( Qpn—5n — An—-5n) Cn,n—1 an—5,n+20n+2,n—1)
/ /
- (anff),n - an—5,n) cnn—3(1 = an—1,n42n+2n—1 + (anfl,n - “n—lm) Cn,n—1)
/ /
= = (an,lm - an—l,n) Cn,n—30n—5n+2Cn+2,n—1 — (anff),n - an—5,n) Can—3(1 — an—l,n+20n+2,n—1)
et

Cn—2n—-3Sn—1n—1 — Cn—2n—15n—1,n—3
1 / /
Cn—2,n—3( — An—1,n+2Cn4+2,n—1 + an—l,n — Qp—1.n Cn,n—l) —Cp—2n—1 an—l,n — Qp—1,n) Cn,n—3
/
= (an—l,n - an—l,n) (Cn—Q,n—?)Cn,n—l - Cn—2,n—lcn,n—3) + Cn—2,n—3<1 - an—l,n+26n+2,n—1)-
Ainsi, il vient

1 /
gn—2n-3 = —Cn—2p-3 T a ((an—l,n - an—l,n) (Cn—2,n—30n,n—1 - Cn—2,n—1cn,n—3)

/
n—2,n— - Un—-1n4+2tn42n— - n—-2n— n—1.n ~ Yn—1n) tnn—-3Un—-5n4+2tn42n—
+en—2n-3(1 = an-1n+26n+2n-1) = cn—2n-5 ((An_1,n — An—1n) Cnn—30n—5n+2Cn+2n—1

+ (a;—5,na;1—5,n - an*57n) Cn7n*3cn,nf3(1 - anfl,n+20n+2,nfl)))

63



/
In—2n-3 = —Cn—2n-3 + E (an757ncn,n—3cn—2,n—5(an—l,n+20n+2,n—l - 1)
/
+an_17n(cn72,n73cn,nfl —Cn—2n—-1Cnn-3 — Cn,n730n72,n75Cn72,nf5an75,n+20n+2,nfl))
1
+a ((1 - an—l,n+2cn+2,n—1)(Cn—2,n—3 + Cn—2,n—5an—5,ncn,n—3)

_anfl,n(cnflnf?ycn,nfl —Cp—2n—-1Cnn—-3 — Cn,nf3cnf2,n75Cn72,n75an75,n+2cn+2,n71)) .

In—1n—-3 = 07
Inn-3 = —Cnn-3 + E Cnété,nfB
{=n—3,n—1

= —Chpn-3+ E(cn,n—?ysn—l,n—l - Cn,n—13n—1,n—3)

= —Chn-3+ acn,n—S(l - an—l,n+2cn+2,n—1)a

In—1n-2 = —Cp—1np-2-+ E (cn—1,€ - Cn—l,n—45n—4,€)t&n—2

l=n—2mn

= —Cp-1n-2-+t ;(Cnfl,nf%gn,n - Cnfl,nsn,n72)

+ gcn—l,n—4 (Sn—4,n5n,n—2 - 5n—4,n—23n,n)
or

Spn—4n—2 = —0n—4n+1Cn+1,n—2,
Sn—4,n = —An—4n+1Cn+1n — An—4n+3Cn+3n,

donc

Spn—4nSnn—2 — Sn—4,n—25nn
= a%7n+1cn+1,n—2(an—4,n+lcn+1,n + an—4,n+3cn+3,n)

_an—4,n+lcn+1,n—2(agl,n+1cn+1,n + a;—b,n+3cn+3,n)
= Cn+3,ncn+1,n72(a;@,n+1anf4,n+3 - a;,n+3an74,n+1)'
Ainsi, il vient

1
In—1n—-2 = —Cpn—1n-2 + ; (Cnfl,n74cn+3,ncn+1,n72(a;z,n+1anf4,n+3 - a;;,7n+3anf4,n+1)
_Cnfl,nf2(a;17n+1cn+1,n + a%,n+3cn+3,n) + Cnfl,na;%n.s_lanrl,an)

/
= —Cnpn—-1n-2 + ; (_an,n+3cn+3,n(cn—l,n—2 + Cn—l,n—4an—47n+lcn+1,n—2)

/
+an’n+1(cn—l,ncn+l,n—2 — Cn—1,n—2Cn+1n + Cn—1,n—4an—4,n+30n+3,nCn+1,n—2))

Inn—2 = 0
et
gnn—-1 = —Cpn—1-T Z Cnﬁtf,n—l
l=n—3n—1

= —Cpn-1 + E(Cn,n—lsn—B,n—S - Cn,n—Ssn—fﬂ,n—l)

= —Chpn-1t E(Cn,n—l + Cn,n—3an—3,n+2cn+2,n—1)-

Troisiemement : le cas 3 = 4.

64



Lemme 4.10. — On a

0 92n,2n41 0
G=1 9nt+12n 0 Pont1,2n+2 | s
0 Gon+2,2n+1 0
avec
1
92n+1,2n—|—2 = A2n+12n+2 — Ea2n+1,2n—2 (CQn—Q,Qn—l(l - a2n—372n02n72n—3)
+C2n—2,2n—302n—3,2nC2n.2n—1) A2n—1,2n+2,
_ Q2n2n+1 + A2n,2n+3C2n+3,2n—202n—2,2n+1
9on2n+1 = >
1 —a2n—22n11Con+1,2n—2
ou
a = 1- 2n—3,2nC2n2n—3 — A2n—1,2nC2n2n—1 — A2n—12n+2C2n+2,2n—1
+a2n—3,2n02n,2n—3a2n—1,2n+202n+2,2n—1 — 2n—-3.2nC2n 2n—102n—1,2n+2C2n+2 2n—3-
PREUVE DU LEMME 4.10. — On rappelle la relation donnée par le lemme 3.7
jj—3Cj—3k + Qjj-1Cj—1k + G j+1C+1k T Q) j+3Ci+3k = Ok,
ainsi
2n—1 Jj+3
Sk = E ajoco = Oj — E ajeCel-
l=5-3 {=2n
On trouve
S2n-32n-3 = 1 — a2n—32nC2n,2n—3,
S2n—32n—1 = —a2n—-32nC2n,2n—1,
Son—22n—2 = 1 — @2n—22n+1C2n4+1,2n—2,
S2n—1,2n—3 = —a2n—1,2nC2n,2n—3 — A2n—12n+2C2n+2,2n—3,
S2n—12n—1 = 1- 2n—1,2nC2n2n—1 — A2n—12n+2C2n4-2,2n—1,
avec
59n—3,2n—3 0 59n—3,2n—1
D = 0 59n—2,2n—2 0
89n-1,2n—3 0 89n-1,2n—1
Donc
det D = S95—2.9n—2 (852n—3,2n—352n—1,2n—1 — S2n—32n—152n—1,2n—3) -
Posons
@ = S52n-32n—-352n—1,2n—1 — S2n—3,2n—152n—1,2n—3
= (]— - a2n73,2n02n,2n73)(1 — G2n—1,2nC2n,2n—1 — a2n71,2n+202n+2,2n71)
—(—a2n—32nC2n,2n—1)(—2n—1,2nC2n,2n—3 — A2n—1,2n+2C2n+2,2n—3)
= 1- 2n—3.2nC2n,2n—3 — A2n—1,2nC2n2n—1 — A2n—1,2n+2C2n+2,2n—1
+a2n—372n02n,2n—3a2n—1,2n+202n+2,2n—1 — 2n—-3.2nC2n 2n—102n—1,2n+2C2n+22n—3-
On a
S2n—1,2n—1 0 _ S2n-3,2n—-1
1 (e} 1 (e}
D - (tﬁk)Qn—Sﬁﬁ,k§2n—1 = 0 S2n—2,2n—2 0
_ S2n—1,2n—3 0 S2n—3,2n—3
o «
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D’ou, d’apres le théoreme 3.3, on a

9on+12n+2 = G2n4+12n4+2 — (32n+1,2n—1 — Son41,2n—3%2n—3,2n—352n—3,2n—1
+S9n41,2n—3t2n—32n—1(1 — S2n—1,2n—1) — S2n+1,2n—12n—1,2n—352n—3 2n—1

+Son+1,2n—1t2n—1,2n-1 (1 - 32n71,2n71))a2n71,2n+2

1
= a2n+1,2n+2 — S2n+1,2n—102n—1,2n+2 — a(_52n+1,2n7352n71,2n71527173,27171

*52n+1,2n7352n73,2n71(1 - 521171,21171) + Son+1,2n—152n—1,2n—352n—3,2n—1
+59n+1,2n—152n—3,2n—3(1 — S2n—1,2n—1))A2n—1,2n+2

1
= A2n+12n+2 — S2n+1,2n—102n—12n+2 — a(_52n+1,2n—332n—3,2n—1
+52n41,2n—152n—3,2n—3 + 52n4+1,2n—1(52n—1,2n—352n—3,2n—1

—82n—3,2n—352n—1,2n—1) ) A2n—1,2n+2

1
= a2n+1,2n+2 — 5(32n+1,2n—182n—3,2n—3 - S2n+1,2n—332n—3,2n—1)a2n—1,2n+27

or

S2n4+1,2n—3 = A2n+1,2n—2C2n—22n—3,
S2n4+1,2n—1 = A2n+1,2n—2C2n—22n—1,

ainsi, on a

S2n+1,2n—152n—3,2n—3 — S2n+1,2n—352n—3,2n—1

a2n+1,2n7202n72,2n71(1 - a2n73,2n02n,2n73) + A2n+1,2n—2C2n—2,2n—302n—3,2n.C2n,2n—1

= a2n+1,2n-2(C2n—2,2n—1(1 — @20—32nC2n,2n—3) + C2n—2,2n—302n—32nC2n.2n—1),
ainsi, il vient
1
Gont12n+2 = G2l 2n+2 T 02n412n—2 (c2n—2.2n—1(1 — a2n—3,2nC2n,2n—3)
+02n—272n—3a2n—372n02n,2n—1) a2n—1,2n+2,

gon2nt2 =0

et
92n2n+1 = Q2n2n+1 — (52n,2n72 + 52n,2n72t2n72,2n72(1 - 52n72,2n72))a2n72,2n+1

_ 1—5s9p-292n-2

= a2n2n+1 — | S2n2n—2 + S2n2n—2 a2n—22n+1

S2n—2,2n—2
S2n,2n—2
= A 2nil — —————A2n-22n+1
S2n—22n—2

2n,2n+1C2n+1,2n—2 + G2n 2n+3C2n+3,2n—2

= a2p2n+1 t+ a2n—2,2n+1

1 — a2p—22n11C2n+1,2n—2
A2n,2n+1 t G2n,2n+3C2n+3,2n—202n—2 2n+1

1—a9n—22n4+1C2n41,2n—2
4.5 Equivalents des éléments des matrices ¢
Dans cette section, nous allons donner les équivalents® des coefficients gjk al'aide des équivalents

des coefficients ajy, a;.k, et cjp donnés a la section 4.2 de cette partie et des expressions de ces coeffi-
cients obtenues a la section 4.4. La difficulté provient du fait que 1’on doit diviser par det D.

3L erreur faite dans la version précédente lors du calcul de la contribution des termes dépendants de G, (A, i) (voir
les théoremes 3.1, 3.2 et 3.3) du noyau matriciel pour la statistique locale des valeurs propres au bord du spectre faisait
qu’une estimation du type O(n) des coeflicients des matrices G était suffisante. A présent, les équivalents sont nécessaires.
Cependant, les coefficients de G étant des fractions rationnelles en les coefficients ajx, ajy, et ¢;, il reste & calculer les
équivalents des numérateurs, par rapport a la version précédente.
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Premierement : le cas g = 1, n pair.

On utilise les lemmes 4.1 et 4.4, pour réaliser les calculs des équivalents des coefficients g, dont
les expressions sont données par le lemme 4.8.

Lemme 4.11. — On a

ny —t

Gn-sn-2 = —r—(VI+u—vi—u) +0(n*3),
In—1n-2 = 5 vl—u+0(n )
PREUVE DU LEMME 4.11. — On commence par prouver que 1 — a,—2n4+1Cn41,n—2 st équivalent a

n—2
une constante non nulle lorsque n — +o00. On a, avec € = (—1)[7]

Corinz = TV (VIFu+VI—u)+0(1).

De plus, on a

1 [1 /0“( V1+u sin3v/2 V1—u cost/Z)dv

Un—2n+1 = nv—t |27 1+wucosv sinv/2 14 ucosv cosv/2

1 —1 1 e 0 1
"2 <¢1 — +u> T —u2)1/4] i (W) '

Or
1 [ V1—-u cos3v/2d 1 1 1 . 1 1 1
- v = _— = = _— —_ =
21 Jo 14 wucosv cosv/2 Vidu \ u 2 V1—u \u
et
i/ vVitu SI'IISU/2dU: 1 l+1 N 1 _l+1 ‘
27 Jo 14 wucosv sinv/2 V1i4+u \u Vi—u \ u 2
D’ou
a - ! L (o) (20— |vo(L
n—2n+1 = i/ —1 T+u \u T—u U (1—'LL2)1/4 nd/3
B 1 [2(1+u)_2(1—u)_ 1 N € ]—i—O(L)
Conv=tlu/T+u u/I—u Vi—-u (1—u2)l/4 n4/3
1 Vitu—+1-u 1 € 1
= 2 - O i .
n\/—t( u 1—u+(1—u2)1/4)+ (n4/3>
Ainsi .
1- an—2n+1Cn+1,n—2 = A(U, 5) +0 <m> )
avec
1 Vitu—+v1—-u 1 €
1 1 €
- Z(\/1—i-u—|—\/1—u)(\/m—(1_u2)1/4> >0

car u €]0,1[, on obtient le résultat cherché. Afin de conforter nos hypotheses faites a la section 3.5
sur le comportement général de det D, nous allons donner I’équivalent de « , bien qu’ici ce soit inutile
pour le calcul des équivalents des coefficients g;,. On rappelle que

a = 1- Gp—3nCnn—3 — An—1nCnn—-1 — On—-1n+2Cn+2n—1

+0n—3nCnn—30n—1n+2Cn+2n—1 — Gn—1nCnn—30n—3n+2Cn+2n—1-
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et

En effet,

et

De plus,

et

Enfin

n—1n+2 =

Up—-3n+2 =

an—1,n

Gn—3,n

an—1,n+2

Ap—3 n+2

n—1n =

V-t
1
Up—3n = o
1
V=t
1

Chn—1 = %\/—_t(\/1+u+\/1—u)+0(1),
Cong = g¢tﬂ¢1+u—¢1_@+«un,
Vot (VIHu—vI—u)+0(1)

n
Cn42n—1 = Z

+

1 5 o 1
T—w @) T O\aE )

1 1 7T\/1+u+\/1—ud +—1 -1 1
[ ’l) —_—
ny—t |27 J 1+wucosv 2

€ 1
]+ ()

1 [ 1 1

— dv = .
2m Jo 1+ wucosv v 2v/1 — u2

1 [1 /0”< V1+u sin3v/2 V1—u cos3v/2) »

ny/—t | 27 1+wucosv sinv/2 14 wucosv cosv/2
-1 1 1 € 1

+7<w—u+¢uw>+u—ww4+o&ﬁﬁ
1 1 € 1

v (v ) 10 ()

1 [1 /”< V1+u sin3v/2+ V1—u cos3fu/2>dv
0

nv/—t |27 1+wucosv sinv/2 14 wucosv cosv/2
+—1 1 n 1 € ) 1
2 Vi—-u V14w (1 _ u2)1/4 n4/3

e (v )+ ()

1 [1 /“( Vitu sinbv/2  J/1—u cosSv/2>dU
0

ny/—t |2 1+wucosv sinv/2 14 wucosv cosv/2

+_—1< 1, >+ — +O<L>
2 \WV1-u V1+u (1—u2)l/4 n/3 )’
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or

1" Ji- 5v/2 1 /2 1 1 1 2 1
—/ u_cosbu/2,, <—2+———)+ <——+—+1>
2 0 u

1+ ucosv cosv/2 V1itu u 2 I—u\ v «u
et
1 [™ Vi+u s1n5v/2 1 2 14_1 n 1 2 1 1
— dv = - - = ——-=—=.
21 Jo 1+ wucosv sinv/2 Vidu \ v w I—u\u?> u 2
D’ou
1 1 € ) 1
An— = — — .
At \WVI—u  (1—u?)l/A ni/3
I vient .
a = B(u, 6)—|—O< 1/3>
avec

1 1
B(u,e) = (\/1+u—\/1—u)< \/— 1 6)1/4 m_(1_22)1/4>
1

—%(x/l—i—u—k\/l—u ( +
2

)
(\/1+u—\/1—u ( L 1_22)1/4> <— 11u—(1_22)1/4>

_%6(\/1+u— 1—u2( 11 + 22)1/4> <\/11_7u_(1_22)1/4>

1VI+tu—+1—-u 1 €
= 1+3 — —Z(\/l—l—u—i—\/l—u)( _1_u+(1_u2)1/4)

B _+l\/1+u 5\/1+u+\/1—u
B AVT—u 4 (1—u?)l/t

= Z(\/l+u+\/1—u

1 £
) <\/m G —u2)1/4> = A(u,e) > 0.

Ce qui montre que dans ce cas det D ~ ¢ > 0, lorsque n — +oc.
Vi—u 1+u

On calcule I'équivalent de g,—3,—2. On a
1 1/”\/1—|—u—\/1—ud
a = — v
e ny—t |27 J 1+wucosv
€ 1
“wm | 0 ()

- wl—_t <\/11—ﬁ a _22>1/4> v <”‘}/3)

| =

ainsi,

V=t
—Cp—3nnn+1Cn+1n—2 = n 1 (\/1 +u— \/1 — U)A(U, 5) + O(TLQ/?’),

donc

ny/=F

0 (VI4u—V1I—u)+0n*?.

9In—3,n—2
On calcule I’équivalent de g,,—1p,—2. On a

1 \/1+u—\/1—ud +1 1 N 1
a = -
et nv—t | 27 1+ wucosv 2\V1—-u V1+u

*W] w0 ()
- wl—_t (%* (1—z2>1/4> +O< i/3>
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ainsi,

(_Cnfl,nan,n#»l — Cn—1,n4+20n42,n+1 )Cn+1,n72

ny —t

= 1 (Vitu+vVi—u)—(VI+u—vV1I—u)A(uc)+0n*?),

donc

ny—t
Gn—1n—2 = 5 VI—u+0n*3).

Deuxiemement : le cas § = 1, n impair.

Lemme 4.12. — Pour j,k € {n—3,n—2,n—1}, on a

gn—2n-3 = %\/ —t(—V1+u+V1—u)+ O(n2/3),
In—1n—-2 = O(?”LQ/S)

Et on a
1+ u)l/4
gnn—3 + Cupn-3 = _\/ﬁ(_t)l/ZL% + O(nl/ﬁ),
1+ u)l/4
Gnn—1+ Cpn—1 = —\/ﬁ(—t)l/z"% +O(n'/5).
PREUVE DU LEMME 4.12. — D’apres le lemme 4.9, on voit, en utilisant les lemmes 4.1, 4.2 et 4.4,
que
a = a;L—S,ncn,n—S(l - an—l,n+20n+2,n—1)
+a;1—1,n(cn,n—1 + Cn,n—3an—3,n+2cn+2,n—1) + O(l)
et

/
Y= an7n+3cn+3,n(an—Z,n—i-lcn—i—l,n—Q_ 1)

!
_an,n+1(Cn+1,n—2an—2,n+36n+3,n + Cn+1,n)-

On veut montrer que « et v se comporte comme c¢y/n, avec ¢ # 0, ce qui sera suffisant pour obtenir
n—1
I’équivalent. On commence par «. On a, avec € = (—1)[ 2 ],

/ _ _\/g 1 —¢ + 1 0O L
an_g’n = n ( t)1/4 (1 o U)1/4 (]_ + u)l/4 + n5/6 )

y o J2 1 e 1 tol L
n—l,n — n(—t)1/4 (1—u)1/4 (1—|—u)1/4 nd/6 )"

De plus,

Cuns = TVIVIFu+VI—0)+0(1),
Corznt = V=HVIFu+VI—u)+0(1),
A g\/—_t(\/1+u—\/1—u)+0(1).
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Enfin,

—_

_ 1 2(V1+u—+1—u) 1 €

n-lnt2 = nV—t( u _\/1—u+(17u2)1/4 +0 ni/3 )’
1 (—V/1TH+u+ 1 —u)? 1 £ 1

On=3,n+2 n\/—_t< " T a—wya) TO\nE)

En effet, on a

1 1 /” V14w sin3v/2 \/l—u cos3v/2 d
Ap— = — - v
nohnt nv—t |27 Jo \1+wucosv sinv/2 1+ wuco sv/2

+l< 1, >+ c ]4—0( ! )
2\Vli—-u V1+u (1 —u2)l/4 n4/3
1 1 1 2

B nr<¢1+—u<2“>+ﬁ<‘5“)+ﬁ>+0<n1/3>
n;__t<(¢1+uu\/1—u)_\/11__u+(l 22)/)+O<n1/3)

1 1 /“ V14w sinbv/2 V1—u cos5v/2 d
Ap— = — — v
nn nv—t |27 Jo \1+wucosv sinv/2 1+ wuco sv/2

% <\/11—u \/11+u> MG _@;) 1/ ] o <n1/3>

1 1 4 2 1 4 2
- —=+2

B nr<¢—<u u l>+¢1+—u<u2 u >

)+ 0 (as)
- n\/l—_t<( \/1+uu—|2—\/1 u)? +\/11__u_(1_22)1/4>+0<#).

a = V(=) Au,e) + O(n'"),

1 € 1
A0 = 55 (G~ ) VTV

x (1—%(\/1—1—u+\/1—u) <2(‘/1+u_\/1_u> S (1_22)1/4»

g Vise

_2\1f (o~ ) * (V780

STV >(< s )+\/11—u =)
-l ) Chomsse 2 s )

o= 14«Hb/>G¢Hw+ﬂ (1 i)

- 1 (Vi+u++1- 1 €
NG (14 u)t/4 (v (- u2)1/><0
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car u €]0, 1], ce qui donne le résultat cherché. Pour v, on a

, 2
an,n+3 = E (
, 2
an,nJrl - E (

De plus, on a

Cn+3.n
Cn+1,n—2
Cn+1,n

Enfin, on a
an—2n+1
An—2n+3

En effet, on a

1
Ap— = —F

<<1 SR +1u>1/4> o ( ) /

1

; o7
. 1 1

(oot aram) *o ()

gﬁ(\/1+u—\/1—u>+0(1),

%\/—_t(\/l—l-U—\/l—U)‘f‘O(l)y
VAVIFu+VI—u)+0 ().

e (%* <1—22>1/4> +O<

)

-7)
e <\/11ﬁ T —;)1/4) o <#>

/7r < V1+wu sin3v/2 n
0

V1—u cos3v/2> do

1+wucosv sinv/2 14 wucosv cosv/2

_%<¢1—u

" ¢11+u) e —22>1/4] o (#>

B 1
o/~

et

1
an—2n+3 = n—\/—_t[

V1—u

/” < V14w sinbv/2 n
0

15 1
" u2>1/4) o <n4_/>

V1—u cosSv/2> do

1+ ucosv cosv/2

1+ ucosv sinv/2

_%<¢1—u

" ¢11+u> e —u62>1/4] o (ﬁ)

vl

Donc

V1—u

—€ 1
) 0 ()

v = Va(=)""B(u,e) + O(n'),
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avec

1 € 1
Blwe) = 97 <(1u>1/4+<1+u>1/4)

X <—\/1+u+\/1—u+i(\/1+u—\/1—U)2 (\/%JF (1_22)1/4>)

n 1 —€ n 1
2\/5((1—@1/4 (1+U)1/4>

><<—\/1+u—Vl—u—i(\/l+u—\/1—u)2<\/11_7u—(1_22)1/4)>
1 [2eV1—u  2V1+u | (V1+u—v1-u)? [ -1 £
N 2x/§[(1—U)1/4(1+U)1/4 2(1+u)'/ <x/1—u+(1—u2)1/4>]

1 1 -1 £ 1
T 22 (1wl <m+ (1_u2)1/4) (2 1—u2+5(x/1+u—¢1—u)2)
1 (Vi+u+1—u)? -1 c
— 4\/§ (1+U)1/4 <m+ (1_u2)1/4> :A(’UJ,ZE) <O7

car u €]0, 1[, on obtient le résultat cherché.
On calcule I’équivalent de g,,—2 ,—3, on a

1
!
n-2n—3 = ~Cn-2n-3+ — (an_5.nCnn—3Cn—2,n—5(Gn-1nt2Cn42.n—1 — 1)

/ 1/2
+an71,n(cn—2,n—3cn,n—1 - Cn—Q,n—lcn,n—?) - Cn,n—3cn—2,n—5Cn—2,n—5an—5,n+2Cn+2,n—1)) + O(TL / )

On a
Crnom3 = %\/—_t(\/l Tu—v1I—u)+0(1),
ezt = VIV U= VI=0) +0(1),
Cozns = TV=VIFu+VI—u)+0(1),

2 1 € 1 1
o=y (= ) +© ()
et

1 2(Vitu—Vi-u)? 1 ¢ 1
(In—5,n+2_n\/__t< 3 _m+(1_u2)1/4 +O\aE)

En effet, on a

1 [1 /“( V1+u sin7v/2 V1—u cos?v/2>dv
0

In=dnt2 = D7 |2n 1+ucosv sinv/2 14 ucosv cosv/2
T e u— 1o
2\V1-u V1i+u (1 —u2)l/4 n4/3 )’
or
1 (™ V1—-u cos7v/2d 1 4 2 +2+1 N 1 4 2 2
- v = - _— — _ - - —
27 Jo 14 wucosv cosv/2 Vitu \ uwd o w?r ou o 2 Vi—u\u? u? u
et

- v = P -
21 Jo 14 wucosv sinv/2 Vitu \ud w2 ow

1 [ V14w Sin7v/2d _ 1 <4 2 2>+ 1 ( 4 2 2 1)
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d’ou

B 1 1 é—f—i—é + 1 _E_Fi_'_é
an—5n+2 = nv—t |VI+tu \ud w2 u 1—u w3 u? wu
1 €
_ O(n=/3
Vi—u - (1 —U2)1/4] torT)
1 (2(V1T+u—V1—u)? L € —4
n\/—t< u3 \/1—U+(1—U2)1/4 Ho)

Ainsi, on a

1 [(n¥2(—3% —€ 1
In—2n-3+ Cn—2n-3 = a( 82 > [((l—u)l/‘l - (1—|—u)1/4> <(\/1+u—\/1—u)2

. 2VTTu—VI—wf 1 )
. X

+1W1+u+\/1_u)3(2(¢1+u—\/1—u)_ . € )1/4>>}+O(n2/3)

1 u Vi—u  (1—u?
L (02 (1) —€ 1
= a< 82 ><(1—U)1/4_(1+u)1/4) [(\/1+u—\/1—u)2
u — — U U — _u3
+i(\/1+U+\/1—u)3 (2(\/1+ - vi-u) 2(Vi+ u3\/1 ) )] + O3

1 n3/2(—t3/4) —€ 1
— a 8\/§ <(1—u)1/4 - (1+u)1/4>

x [(VI+u—V1I—u)?+(VT+u+v1—u)?—4]+0n*?)
= O(n??).

D’ou, il vient

n
In—2n-3= ZV—t(—\/l Fu+VI—u)+0n*?).
On calcule I’équivalent de g,—1,,—2, on a

1
/
In—-1n-2 = —Cp—1np-2-+ ; (_an7n+3cn+3,n(cn71,n72 + Cnfl,nf4an74,n+lcn+1,n72)

/
+an7n+1(cn—1,ncn+1,n—2 — Cp—1n—2Cn+1,n + Cn—l,n—4an—4,n+3cn+3,ncn+1,n—2)) .

On a
otz = PVIVIFu+VI—0)+0(1),
ot = VAVIFu=VI—u)+0(1)
et
s = ) o o)
TL—4,TI+1 - ’[’L\/—_t \/m (1_u2)1/4 n4/3 9

1 —e 1
n—4,n = B O\wm )
(p—4,n43 v/t <\/m (1—u2)1/4>+ <n4/3>

)



En effet, on a

1 1 [/ V14w sinbv/2 V1—u cosbv/2
an—4n+1 = = ; dv
nv—t |27 Jo \1+wucosv sinv/2 1+ wucosv cosv/2

_% <\/1iu * \/11—|—u> * (1 —22)1/4] o (ﬁ)

I 1L e o2
o/t \WVI—-u (1 —u)l/4 ni/3

et

1 /7T< V1+u sin?v/2+ V1—u cos?v/Q)dv
0

Un—4n+1 = ny/—t [% 1+ ucosv sinv/2 1+ ucosv cosv/2
1 Lo, ! L =t Lot
2\Vi—u  Vitu (1 7u2)1/4 nd/3
1

- = (F=-1—m) o (m)-

Ainsi, on a

1 (P23 — 1
In—-1n—2 T Cn—1p—2 = 5( 82 > [<(1_u)1/4 + (1+u)1/4> <—(\/1+u—\/1—u)2

(=t i) (Ve 0T

—I—i(\/l%—u—\/l—u)?’ (\/11__U+ (1_22)1/4»] +O(n?/?)

L1 (334 e

~(V1+u+vV1-u)?+

»-lle

+m (42u%(\/1+ux/lu) < ll—u 1/4))} (n2/%)

- % (8?/?)5/(21(17)41)/4) [(1 _€U)1/4 <(4 —2u)V1tu— %(4 2u)V1 +u+ %(4 + 2u)m)
+\/11_7u <—(4+ 2u)V1 —u— %(4 —2u)V1+u+ 5(4+ 2u)m>} + 0?3

N % (16%2(2:323/4) <\/11_—u e _Eu)1/4> (V14 u+ V1 —u)®+0n*?)

= %\/—_t(\/l Fu+V1I—u)+0n?).

D’ou, il vient
In—1n—2 = O(?’L2/3)

On calcule I’équivalent de g, ,—3 + €y n—3, ON a

n
Cn,n—S(]- - an—l,n+2cn+2,n—1) = 7V _t(\/l +u+V1-— u)

4
1 2(V1+u—+1—u) 1 5
x(l—z(\/l—i-zﬁ-\/l—u)( - —m+(1_u2)1/4>>+0(n2/3)
n 1 5
_ 1_6\/—_t(\/1+u+\/1—u)2< L (1_u2)1/4> L om),
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d’ot, il vient
14 (1+ u)t/t

2\/§ +O(16)

Gnn—3 + Cpn—3 = _\/ﬁ(_t)

On calcule I’équivalent de g, n—1 + Cpn—1, ON &

n
Cnn—1 T Cnn—30n—3n+2Cn+2n—1 = Z V=t <\/1 +u— \/1 —u

— U —u)?
%W”“”‘“)Z(( — utﬂ : o (1_Z2>1/4>>+O(”2/3)
n 1 5
- TR T (- ) 007

d’on, il vient
14 (1+ u)t/4 n

nl/%).
2\/5 0(16)

In.n—1 + Cnn—1 = *\/E(*t)

Troisiemement : le cas 3 = 4.

Lemme 4.13. — On a

n 14+ v2u — (1 — 2u?)V/4 2/3
Gon2m :—\/—275( 1+vV2u+ 1—\/§u> +O0(n?
sz = v (y/ V e o) O

et
92n+1,2n+2 = % —275[ (\/1 +V2u + \/1 - \/§u>
14 v2u — (1 — 2u?)1/4
—(\/1+\/§U—\/1—\/§u> +\/_u 5( u) :|+0(n2/3).
14+ V2u+e(1l — 2u?)V/4
PREUVE DU LEMME 4.13. — D’apres le lemme 4.10, en utilisant les lemmes 4.5 et 4.7, il suffit de

prouver que
1 —a2,—22n11C2n+1,2n—2
et

a = 1- 2n—3,2nC2n,2n—3 — A2n—1,2nC2n2n—1 — A2n—1,2n+2C2n422n—1
+a2n—3,2nC2n,2n—302n—1,2n+2C2n+2,2n—1 — A2n—3 2nC2n 2n—102n—12n+2C2n+2,2n—3

™ et on commence

sont équivalents & des constantes non nulles lorsque n — +o00. On pose € = (—1)
par

1 —aon—22nt1C2n+1,2n—2.

On a
A2p—22n4+1 = —A2p412n—2 = % —2t (\/1 +v2u + \/1 — \/§u> +0(1)
et
1 1 [7 1++2u sin3v/2 1—+2u cos3v/2
Cntln=2 = o [%/0 <1+\/§ucosv sinv/2 1+ v2ucosv cosv/2 ) dv

1 1 1 c 1
"2 <\/1—\/§u " \/1+\/§u> BT oI R <W>
-1 <2\/1—\/§u—\/1+\/§u+ 1 e >+O< 1 )

+ -
ny/—2t V2u 1—v2u (1 —2u2)1/4

nA/3
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Ainsi 1
1 — agn—22n+1C2n+1,2n—2 = A(u,€) + O < 1/3) )
n

avec

A(u,e) = 1+%<\/1+\/§u+\/1—\/§u)

\/1—\/§u—\/1+\/§u 1 <
><<2 NeT + 1—\/§u+(12u2)1/4>
1 1
= Z(\/1+\/§u+\/1—\/§u>< 1_\/§u+(1_2€u2)1/4>>0’

car u €]0,1/ V2 [, ce qui donne le résultat cherché. Pour «, on a
A2n—12n = % —2t (\/1+\/§u+ \/1—\/§u> +0(1),
n
aon—son = V2 <\/1+\/§u— \/1—\/§u) +0(1),
A2n—12n+2 = %v —2t (\/1 +V2u - \/1 - \/§U> +0(1)

et
¢ = 1 1 +0 L
2n2n—1 = n\/—2t \/1 — \/§u 1 _ 2u2 1/4 nd/3
c = 1 ! +0 L
2n,2n—3 = n\/—2t \/1 — \/§u 1 _ 2u2 1/4 nd/3
c = 1 ! +0 L
tram-l = i \/§u i 2u2 i Ry
c = 1 ! +0 L

En effet, on a

o)

cC _ =
2n,2n—1 —9t 1++v2ucosv 14+ 2ucosv

1 [L/”( V1+v2u . \/1—\/§u> )
2T

_1( -1, 1 )_ e +O< 1 >
2\V1—vV2u V1i++v2u) (1—=2u)/4 nt/3
1 1 e 1

- s ae) o (),

1 [i/ﬁ< 1+2u 811131)/2+ 1—+2u 00831)/2> d
2 0

14+ v2ucosv sinv/2 14 +v/2ucosv cosv/2

Can2n—-3 =

1 1 1 5 1
2 (m ~ Vo Vit m) Ta- 2u2>1/4] o <W>

1 -1 € 1
T v/ (m ~Vau (- 2u2>1/4> o <n4/3>

77




Con42,2n—1 =

1 [1 /“( 1++v2u sin3v/2 1—2u COS3U/2> dv
0

nyv/—2t | 2m 14+ v2ucosv sinv/2 1+ +/2ucosv cosv/2
1 1 n 1 n € +O< 1 >
2 \/1—\/§u \/l—l—\/§u (1_2U2)1/4 nt/3
R 1, of !
o2t \ V1 - Vou (1—2u?)i/e nd/3 )’
1 1 /7r 1+ +2u sinbv/2 1 —+2u cosbv/2
Con42,2n—3 = P : + v
nv=2t |27 Jo \ 1+ +v2ucosv sinv/2 = 1+ \/2ucosv cosv/2

1 —1 + L + c +0 <L>
2\V1-v2u V1+V2u (1—2u?)l/4 ni/3
1 1 €

1
RN (\/1 —V2u * (1— 2u2)1/4> +0 <W> :

Ainsi .
a = B(u,e) + O <m> .

avec

B(u,g)—l—i-%(\/l%-\/iu—\/l—\/iu)( 1—1\/§u+(1_25u2)1/4>
(\/1+\/§u+\/1—\/§U>( 1:1\/§u+(1_28u2)1/4>

(\/1+\/§u—\/1—‘/§“>( 1_1\/§u_(1—2€u2)1/4)

= =

_l’_

=

_l’_

1 2 1 1
+1—6(\/1+\/§u—\/1—\/§u> ( 1—\/§u+(1_25u2)1/4>< 1—\/§u_

2 _ _
_1_16(\/1+\/§u—\/1—\/§u> ( 1_1\/§u+(1_25u2)1/4>< 1—1\/§u_

— 1+%<\/1+\/§u—\/1—\/§u> 1_2\/%

A (e ) (s )
(O R IR E i Lt

2 4 2 4) /1 ou 4 (1 - 2u2)1/4

- (Y- < v (1_222)1/4) A

car u €]0,1/v/2[, ce qui donne le résultat cherché.
On calcule I’équivalent de g2, 25,41, on a

n
G2n2n+l = —O2ntl2n = 7 =2t <\/1 +V2u — \/1 - \/§u> +0(1),

Vi+vaueyi-vau) <o

n
A2n2n+3 = —a2n+3,2n:Z —2t
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et

1
Con432n—2 =

2 1+ v2ucosv sinv/2 14 v2ucosv cosv/2

1
+0(s)

ny/ —2t

1 /’T( 14+ v2u sinbv/2 1—v2u Cos5v/2) W
0

1 Lo, 1 - e
2\ Ve Vivvae) G-ea

Ainsi, il vient
Pnoni1 = ﬂ)% [<\/1+\/§u— \/1—\/§u> +i <\/1+\/§u+\/1_\/§u>2
X <(\/1 —\/§u2—u2\/1+\/§u)3 N 1_1\/% B (1_2eu2)1/4> +Om23)
- ﬂ)% <\/1+x/§u+ Vi- \/§u>2 ( 1—1\@“, - 2€u2)1/4> +0(n??)

_on B 14+ v2u —e(1 — 2u?)V/4 23
= 2t<\/1+\/§u+\/1 \/§u>< 1+\/§u+5(1—2u2)1/4>+0(n )-

On calcule I'équivalent de g2,,11,2n42, 00 a

n
2nt1.2n42 = ~02n4+22n+1 = 7 =2t <\/1 +V2u + \/1 - \/§U> +0(1),

1 [1/0”<—m+ m>dv

Con—2.9nm—1 = —
n—22n—1 nv =2t | 2w 1++v2ucosv 1+ +2ucosv
1 1 n 1 n € ) ( 1 )
2\V1-V2u  V1+V2u (1 —2u2)l/t ni/3
1 1, e Lot
o2t V1 Vou (1—2u?)l/4 n4/3
et
1 1 [ 14+ v2u 1—2u
Con—22n-3 = — + dv
nv—2t |27 Jo \14++v2ucosv 1+ v2ucosv

5| o=+ =)+ s | + 0 (i)
2 \/1—\/§u \/1+\/§u (1—2u?)t/4 ni/3
1 1 € 1

- ny/—2t <\/1 —V2u + (1 2u2)1/4> +0 <W> .
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Ainsi, il vient

%(\/Mr\/_u—\/l—\/_u)(\/1+\/§u+\/1—\/§u>
XK lilﬂu+(1_;u2)l/4>( (\/1+\/_u—\/1—\/_u>>
( 1:1¢§u <1—2u2 1/4> < <1—2€u2>”4>
((\/1+\/_u—\/1—\/_u ( T (1_222)1/4)
= e (Vievae - v (Vi Ve - Vi)

1
( 1_\/§u+(1—2€u2)1/4>+O(”2/3)
- _g —2t<\/1+\/§u—\/1—\/§u>< 1+\/§u_€(1_2“2)1/4>+O(n2/3).

1+V2u+e(1 —2u2)1/4

92n+1,2n+2 — Q2n4+1.2n+2 = A(

+0(n?3)

X

D’ou, on a

n
92n+12n+2 = 1 —275[ <\/1 + \/§u + \/1 — \/§u>

_<\/1+\/§U_\/1_\/§u)< 1+\/§u—6(1—2u2)1/4>} o)

1+ v2u +e(1 — 2u2)1/4

4.6 Résultats sur les régimes asymptotiques global et local

Dans cette section, nous donnons les résultats concernant le régime asymptotique les matrices
aléatoires étudiées dans cette partie. Commengons par rappeler quelques définitions. On note p,, (A) =
pgg,) (M) la densité de probabilité marginale d’une valeur propre, la densité d’états p (), si elle existe,
est définie par la limite (ici au sens de la topologie de la convergence simple)

Jim pn (A) = p ()
et on appelle spectre, le support de la densité d’états p (A). L’étude de cette quantité releve de I’étude
du régime global. Nous étudierons aussi deux quantités relatives au régime local, a savoir la statistique
locale des valeurs propres a 'intérieur et au bord du spectre. Ces quantités sont définies comme suit.
On rappelle d’abord que la probabilité R, (A) qu’un intervalle A ne contienne aucune valeur propre

est donnée par
n

Z i /Qdet (008 Aps Ag))1<pgep A1 - AN,
(=

La statistique locale des valeurs propres a l'intérieur du spectre est alors définie comme la limite, si elle
existe, de R, (A), avec A = (/\0, Ao+ 5 ( )) ol A\g est tel que p (Ag) # 0 et v est un réel positif fixé

et celle au bord du spectre comme la limite, si elle existe, de R,, (A), avec A = (/\() — m, Ao + ch/3>’
oll A\g est un point du bord du spectre et v, w et ¢ sont des réels positifs fixés.

Pour étudier ces trois quantités, nous utiliserons les formules des noyaux matriciels que nous
avons obtenues dans la troisieme partie. Ces formules comportent deux parties : une partie principale
qui fait intervenir le noyau reproduisant et une partie asymptotiquement négligeable qui fait intervenir
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les éléments de la matrice G et quelques coeflicients supplémentaires simples a estimer. Pour la partie
principale, faisant intervenir le noyau reproduisant, le travail est presque totalement réalisé dans [2],
il suffit juste de remarquer que l'on peut dériver et intégrer les formules asymptotiques. En effet, le
noyau reproduisant intervient pour des classes de matrices aléatoires unitairement invariante (le cas
B = 2) et le comportement asymptotique (universel) du noyau reproduisant est bien étudié dans ce
cadre : voir [12] et [5]. Pour la partie négligeable, nous avons fait le travail préparatoire nécessaire
dans les sections 4.2, 4.3 et 4.4 de cette partie. Cependant, le cas de la statistique locale des valeurs
propres au bord du spectre est un peu plus compliqué.

Définissons les fonctions

et
bﬂ(x,y):%Ai(x) <cﬁ—/+ Ai(t)dt>, avec 05:{(1) zi gil

y
Premieérement : le cas 3 = 1.

Théoréme 4.1. — Considérons les matrices aléatoires a loi orthogonalement invariante (1.1), avec
V(A= % + 924, tel que g >0, t <0 et wer = 12/4g > 1, alors on a les résultats suivants.
(i) La densité d’états existe (la limite existant au sens de la topologie de la convergence simple) et vaut

o) = L2 finax (0, (22 - 22) (32 - 23).

avec

1 1
—t—9 3 —t4+2 2
7 = (J) et o= <7\/§> )
g g

(ii) La statistique locale des valeurs propres a l'intérieur du spectre est donnée par

+00 l
) v (_1) /U /’U
1 n , — ) =D , ... dxy,
ne <<A° ot (/\o)>> 2 Jy oy QA g dn - da

avec

T1(a:,y)=< - s (@ —y) —8’(w—y)>7

o swdu—e(x—y) s(x-y)

ot v est un réel positif fizé et \g est tel que p (Ao) # 0, i.e. Ao € (—Za,—Z1) U (21, Z3).
Plus précisément, on a

1 P T
lim — Qdet (O’nl (Ao + P )Xo+ ! >> = Qdet (71 (zp, x
"= (npy (M0)* 700 00) " 190 (00)) ) 1ps (7 @, 201 <pqs

uniformément pour (:Up)1<p<k dans un compact de R¥.
(iii) Pour la statistique locale des valeurs propres au bord du spectre, on a

—+00 0 v v
. W, Y v &
ngrfoo Rn <<Z] — Cjn—2/3, Zj + cjn—2/3>> = Z 7l Y Qdet (91 (xp, xq))lgp,qgf d$1 PN d.%‘g,

=0 —w

avec wg =W, v =0 et w1 = —v, v] = —Ww et

ry) = (a-+ b)) —5 (@)
= ( Jatb) (wy)du—c (e =) (at b))
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ou v, w sont des réels positifs firés et ¢; = (—1)j21/3\/§Zj.
Plus précisément, on a

Lq

: , Lp — —1)/
i (¢;n2/3)" Qdet (Unl <ZJ " Cjn2/3’ZJ > n2/3>>1<p <k Qet (PO 7o)

uniformément pour (:1::,,)1<p<,g dans un compact de RF.

Deuxiemement : le cas 5 = 4.

Théoréme 4.2. — Considérons les matrices aléatoires a loi symplectiquement invariante (1.1), avec
V(A= % + 924, tel que g >0, t <0 et wer = 12/4g > 2, alors on a les résultats suivants.
(i) La densité d’états existe (la limite existant au sens de la topologie de la convergence simple) et vaut

= Ll fma 0.(22 - ) (- 23)).

1 1
_t—92y2\ 2 £ 202\ 2
7, = <7g) et Zy— <7+ g)

g g

(ii) La statistique locale des valeurs propres a l'intérieur du spectre est donnée par

+oo L
) v B (_1) v v
ngr}kloo Rn <<>\0’>\0 + m)) = E T /O /0 Qdet (7'4 (xp’:EQ))lgp,qgé diEl NN dl’g,

=0

avec

avec

P swydu s (2(x —y))

ot v est un réel positif fizé et Ny est tel que p (Ao) # 0, i.e. Ao € (—Za,—Z1) U (21, Z3).
Plus précisément, on a

[ s@2@-y) —2@-y)
T4 (x,y) - )

X x

lim —— Qdet (0n4 ()\0—}— P Xo+ g >> = Qdet (14 (zp,x
1= (np,, (ho))F w0 00) " o 00) ) ) 1 g (74 (& 0D <p <

uniformément pour (:cp)1<p<k dans un compact de RF.
(iii) La statistique locale des valeurs propres au bord du spectre est donnée par

+oo L po v
, w; vj N =D
nEI—Poo R, <(ZJ - Cjn—2/3’ Zj + C]n—2/3)> = Z 7 » . » Qdet (94 (J,‘p, $q))1§p,q§E dzi...dzy,

=0

avec wy =W, v2 =0 et w; = —v, v] = —w et

1 ( (a+ba)(wy) — —2e) (5 >

BED =5 Pt ) du (@t b))

et ot v, w sont des réels positifs firés et c; = (—1)/\/29Z;.
Plus précisément, on a

Lq

1 .
lim ———— Qdet (an4 (Z + 2+ —)) = Qdet ((—1)704 (zp,xq)
n——+o0 (cjn2/3)k 2/3 cjn?/3 | <pa<k ( prq )1§p,q§k

uniformément pour (xp) dans un compact de R,

1<p<k
Remarque. — La convergence simple aux points du bord du spectre s’obtient en utilisant le résultat
de la statistique locale au bord du spectre.
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4.7 Preuves des résultats

PREUVE DU THEOREME 4.1. — Pour cette preuve, rappelons la forme du noyau matriciel
Sp (A1) Dy (A, 1) >
on1 (A, = >
o= (00 S o
avec

0K,
Dn()"ﬂ) = - au ()"M)_Mn(Anu),

Sn(Asp) = K (A p) + (g% M) (A 1) + an(X),
Jn(Asp) = (exx Kn) (A1) =X = 1) +enx (g% M) (A, 1) + (€% an)(X) — (&% an) (),

ou
My (A p) = Gr (A p) — Hp (A, 1)

est donc de la forme (en fait, ici d = 3) d’apres les lemmes 4.11 et 4.12

d—1
My (A, 1) = Z m;(:;)wn'i‘p (A) nsq (1), avec m](gz) =0 (n)
p,g=—d

et (en fait, lorsque n est pair o, = 0)

-1
an(A) = Z bntpntntp (A),  avec byipn =0 (\/ﬁ) :

p=—d

(i) Montrons ’existence de la densité d’états. Les formules exprimant les densités de probabilité
marginale et le noyau matriciel donnent

1 1 1 1
n(A)=—=S, (M) =—Kn,(AMA) 4+ — My) (A A) + —an(N),
pn () = =50 (A A) = — K (AA) + — (0 Ma) (0, 4) + ()
d’apres le travail effectué dans [2] pour le noyau reproduisant, pour obtenir le résultat il suffit de
montrer que

1 1
lim —(eu*My,)(AMA) =0 et lim —a,(A)=0

n—-+oo n n—+oo N

pour tout A € R. Or, compte des formules ci-dessus et du lemme 4.3, on a les estimations uniformes
suivantes

d
L M) o) < 30 |2y OV 5 i) (0] = OG) (13)
p,q=—d
et
1 L1 s
Lo < 3 [ 2ot Wty )] = O(0~7) (4.4

p=—d
qui donnent le résultat.

(ii) Nous allons étudier le comportement asymptotique des trois quantités Dy, (A, ), Sp (A, p) et
Jn (A, i) pour le régime local a lintérieur du spectre. Soit Ay tel que p(N\g) # 0, posons z, = npf(/\o)
et yp, = #O@' Ainsi, pour chaque Ag, il existe un § > 0 tel que si z et y sont dans un compact alors
Xo+xn, et A\g+yp sont dans la partie P = (—Zy+0, —Z1 — ) U(Z1 4+, Z2—0). Nous utiliserons la norme
de la convergence uniforme sur P, rappelons que d’apres le lemme 4.3, on a ||| p(p) = O(1).
Montrons que

li —Sn A nv)‘ n) — - Y)
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d’apres ce que ’on sait du cas =2, on a

lim ———Kn (Ao + 2, Ao + Yn) = 8(2 —

uniformément en (x,y) dans un compact de R2. Pour obtenir le résultat cherché, on doit montrer

lim ———— M) (Mo + Zns Ao + yn) = 0
niriloonpn()\o)(gu* )G &n R0 + )

et
1

li ——an(A n) = 0.
”_I’I"I'loo npn()‘o)a ( ot )

ce qui découlent des estimations (4.3) et (4.4). Montrons que

1
im —————D, (Mg +zn, Ao +yn) = —5(z —1v).
B PO ER oFwn) =~z -u)

D’apres les résultats de [2], on peut dériver les formules, il vient

-1 0K, o+ Mo+ um) -1 0K,
xn7 n -
(npn(20))2 O " I pa (o) Oy

()\0 + T,y )‘0 + yn) )

ainsi

-1 0K,
I " (o + Ty Ao + Yn) = —5'(z — 1)
n—1>I—iI-1<>o (npn(AO))2 aM ( 0+ Tn, Ao + Y ) S (l’ y)

Dong, il suffit de voir que

1
hm ————— M, (Ao + 2, Ao + yn) = O,
1o (npn(h0))2 (%o 0+ ¥n)

or, on voit facilement que
||Mn”Loo(PxP) = O(n),

ce qui donne le résultat. Montrons que

z—y
lm J, (Ao + Zn, Ao+ Yn) = / s(u)du — e(z — y).
0

n—-+o00

Pour cela, on utilise 'antisymétrie de J,, (A, 1) qui donne J, (A, A) = 0 pour tout A € R. On va étudier
la limite de
JIn ()\0 + 2y, Ao + yn) —Jn ()\0 + Yn, Ao + yn) .

On a
1 A “+o0
errdn = 5 ([ mw [ K eaa)
—00 A
A 1 400
- [ K- [ K@
ainsi

(5)\ * Kn)()\o + Zp, Ao + yn) - (5)\ * Kn)()\o + Yns Ao + yn)

Ao+xn Ao+yn
= / Kn(V7 Ao +yn)dl/* / Kn(V7 Ao +?/n)dV
oo —o0
U Yy

— Y o+ —L
1on00) " T T (o)

Ao+Tn 1 x
= KnV7>\0+yndV:7/ Ky, (Ao +
Jar, Tt oo = s [
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donc

lim ((&‘)\ *Kn)()\o + Tn, Ao + yn) — (8)\ * Kn)()\o + Yn,y Ao + yn))

n—-+o0o

_ /yzs(u—y)du:/oz_ys(u)du.

e(Xo+@n — Ao — yn) = e(z — y).

De plus

Pour conclure, il reste a prouver que

lim (ex* (€u*x Mp)(Ao + Zn,s Ao + Yn) —ex* (ep * M) (Ao + Yn, Ao+ yn)) =0

n—-+oo
et
nEIEOO (e % an)( Ao + x) — (e x an) (Ao + yn)) = 0.
On a
lex * (e * Mp)(Xo + Tny Ao + Yn) — ex * (€u * M) (Ao + Uns Ao + yn)|
d
< D |m| e x e (o + 20) = £ % sy o + 90l [ % Prg) o + 92)
pP,q=—
d
< D O(n) e Ynap (Mo + an) — € ¥ Unap (Ao + yn)| = O(1/V/n)
p,q=—
car

le *x Ynip (Mo + Tn) — €x PYnip (Ao + yn)|

Ao+Tn 1
/ wn+p =0 <_> .
)\O+yn n

(e % om) (Ao + 2n) — (€ % an) (Ao + yn)| = O(1/V/n),

De maniere similaire

ainsi, on a le résultat.
(iii) On constate donc que le noyau matriciel admet une limite avec une normalisation non
homogene. Cependant comme nous voulons montrer que

1 x z
lim —— Qdet <0n1 ()\0 + DX+ 1 >> = Qdet (11 (zp, z4))
nree (npy, ()‘O))k npn (Ao) npn (Ao) 1<p,g<k prodiispask

uniformément pour (z,), <p<k dans un compact de RF, il suffit de voir que dans l’expression du
déterminant quaternionique les termes antidiagonaux du noyau matriciel sont toujours multipliés entre
eux en nombres égaux. Compte tenu de la formule algébrique qui définit le déterminant quaternionique
Qdet (grs)1<rs<k, il suffit de prouver que la propriété tient pour

1
—Tr q q .. q 5
(npn ()\0))@ ( p1p24p2p3 Pzpl)
notons A A
= (1 )
PiPi+1 — ; ; )
ay g
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alors

2
— 1 4
Tr(qp1p2 Upops * " * qupl) - Z aﬂ(Sl?% e aFS@?Sl'
81,..y8p=1

Il faut prouver qu’il y a autant de termes agz) que de termes agl) (i et 7 ne comptant pas) dans
chaque terme de la somme ci-dessus. Or une telle suite d’indices est formée de la fagon suivante
(s152)(s283)(8384) -+ - (S¢S1) OU S1828384 - - - S¢ est une suite quelconque de 1 et de 2. Une récurrence
assure alors du résultat. On prend pour hypothese de récurrence : pour ¢ entier > 1, il y a autant
de (12) que de (21). Pour ¢ = 1, pas de tel couple, donc c’est vrai. Montrons que si I’hypothese de
récurrence est vraie pour les entiers < £, alors elle est vraie pour £ 4 1. Considérons une suite de £+ 1

couples. Premier cas, si le dernier couple est (11) ou (22) alors on a une suite de la forme

(L)--- (DA ou (2)---(-2)(22)

et on peut appliquer I’hypothese a la suite des ¢ premiers couples. Deuxiéme cas, si le dernier couple
est (12) ou (21) alors quitte & inverser les roles de 1 et 2, on peut prendre (21) alors on a une suite de
la forme

(1) (2)(21)

qui plus précisément est de la forme

(1-)--- (1)(12)(22) - - - (22)(21),

ou le nombre de (22) consécutifs devant le dernier couple (21) peut étre nul; on peut alors appliquer
I’hypothese a la suite notée

(1) (-1)
ci-dessus et on obtient le résultat.
(iv) Pour finir, on doit prouver que 'on peut passer a la limite dans

g ((Mﬁ%))

n z
Qdet <0n <)\ 4+ —— X0 —i—iq)) dzq...dzy,
Z 14 / / Y (Ao) npn (X)) ) 1<pq<e '

=0

ou

T
;Ao + ! )
non (20) " o (M)

est le noyau avec sa normalisation inhomogene et ot I'on dérive et integre par rapport aux x,. Posons

Qdet (Un1 <)\0 + — dzy...dzy,

Nt ts)
NPn ()\0) ”pn (>‘0) 1<p,q<t

siogﬁgnetdé”):Osi€>n.Alors,

(o i) -Eo

lim d( n dy,

n—-+4o00

De plus, pour tout £ € N, on a

ou

(71)5 s s
dy = 7 ; s ; Qdet (71 (p, xq))lgp,qﬁf dzy ... dz.
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Enfin, comme la convergence

z Y
lim o (Mo+ ——— N0+ —2— | =71 (2,
i 751 (M0 g ) 7

est uniforme sur (0, s)? et que les éléments de 7 (:U, y) sont des fonctions bornées sur (0, s), on en déduit
que les éléments de 0,1 ()\0 + ( L ;Ao + - ( )) sont bornés par une constante C' > 0. Ainsi, en
appliquant l'inégalité d’Hadamard on obtlent

o2

‘Qdet <a:1 <)\0 + < (2¢C?)

T +L>>

pn (M)’ npn (M) ) ) 1<pg<t
doit
]

5 (2zc2)£/ 2

Le majorant est le terme général d’une série convergente, donc, en appliquant le théoreme de conver-
) )
gence dominé, on obtient le résultat.

(v) Pour le comportement au bord du spectre, on procéde comme précédemment pour la partie
dépendant du noyau reproduisant. D’apres les résultats de [2] sur le noyau reproduisant, on sait que

1 Y »
- _J ) = (1)
nh_)ngoc nZ/SK (Z + 2/3,Z + Cjn2/3> = (—1)a(z,y).
Pour les autres termes, comme la norme de la convergence uniforme de 45 sur un voisinage du bord
du spectre est seulement O(n'/%) (voir le lemme 4.3), la situation est plus compliquée que dans le
cas de l'intérieur du spectre. Nous allons avoir besoin des équivalents suivants, uniformément en x
appartenant a un compact, on a

1 ’ <Z‘+ x >_ (71)00-&-]‘
cjn?/3 e\ Y cn?3 ) \n(—t)VA(1 4 (=1)du)/4

5]

Ai(z) + O(n*2/3)

onog=(2-j)| et on a

si n + s impair,

x _ 1 (_% + fox Ai) —2/3
€*¢n+s <22+02n2/3> = \/ﬁ(—t)l/zl (1+u)1/4 +O(Tl )a

si n + s pair,

) L TenlEl 2 A
5*1/)n+5 <Z2+ 2/3> = \/%(—t):l“ [(1_u)1/4 + (314-1(2)1/4

et si n + s impair,

+0(n~%3)

x B 1 -1 nts (—3 - Jo AY) -2/3
€* Unts (Z1+ n2/3> = e (1—|—u)1/4+(_1)[ ] a u;)l/‘l +O0(n=*?)
si n + s pair,
(=] (L= [T ai B
€ * Yns <Z1 + ;2/3) = \/ﬁ(—t)lﬂ ((31 — 5)1/4) +O0(n 2/3).

En effet, les formules asymptotiques et leur analyse donnent (avec les notations de la preuve du lemme
4.2)

e MOVEA o —1/3 -
VYnts(A) = (=1) ‘(I),()\)‘Al(n O(A)+0(n )1 +0m™),

87



ol 09 = (2 — j) [2££]. De plus, comme Ai'(t) = O(|t|*/*) lorsque |t| — o0, il vient
Ai(n?2(\) + O(n~1/%)) = Ai(n*P®(N)) + O(n /%),

Donc, uniformément en A € (Z; —9,Z; +6), on a

_ 00”1/6\/5)‘ L0 2/3
VYnys(A) = (1) WAI(” () +O(1).

Avec, ®(Z;) =0 et ®'(Z;) = ¢j, il vient, uniformément en x appartenant & un compact,

1 ( x ) _ <—1>"°ﬂm<n2/3<‘I"<Zf)x+o<n4/3>)>+0<n2/3>

_1/] i+ —
cjn?/3 nEs\ 7Y cjn?/3 cjn?/3

Vi eiy/lel
(_1)00 \/EZ] Al(m)_’_o(n*z/?))

v cj\/lejl
- 1o Ai O(n=2/3
= (O (L (D) O,

De plus, on a

x 1 Zf+—cj,j”2/3 +00
s (7 ) = 3 () ‘””*S‘/Zj+ e

oo _x
CjTL2/3
1 oo
= 5 / wn—&-s - / R Q/)n-l—s
R Zj+ 5 373
1 , “+00 Zj
ian,n—l—s - ¢n+s - . wn—s—s-
Zj Zj+—c 573
J
Ainsi, on a,
si n + s impair,
v oo Zyt s
ExYnis | Zj+ —5m ) = — Vnts + T thnys
Gn Zj Zj

et si n + s pair,
z Zj Zi+—573
ExUnys | Zj + 3 = Ynts + J Ynts-
Cjn 0 Z;

Or, on a, par un changement de variables A = Z; + cin%/‘"”

/Zﬁﬁw NdXx = /x ! P <Z~+ ! )dt
7, n+s - 0 cjn2/3 n+s J cjn2/3

(—1)70t7 [ Ai

, +0(n~%3).

V2n(—t)VA1 4 (—1)du)/4 ( )
De plus, d’apres le lemme 4.2, on a si n + s impair,
400 Z1+46 Za+46
- Ynts = _/ Ynts — / Ynts + O(nil)a st j=1,
Z; Z Zo—8
Zo+0
N _/ Ynis +O0(n71), sij=2
Z2
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et si n + s impair,

Z Z
/ ";DnJrs = wn+s + O(n_l)a st j=1,
0

Z1—6

Z1+6 Z3
Z1—96 Za—08

ce qui donne le résultat cherhé d’apres la preuve du lemme 4.2.

Nous aurons aussi besoin des équivalents suivants, pour n + p pair et n + ¢ impair, on a*

(€% Ynip) (Z2+ wn) (€ % Png) (Z2+ yn) — (€ x Pnig) (Z2+ 2n) (€ % Ynyp) (Z2 + Yn)

1 1 (—1)[%="] v ~
= 2n\/_< _1+u+(1_u2)1/4> (—/y A1> +0(n"7/%)

et

(€% Ynip) (Z1 + 2n) (€ % Png) (21 + yn) = (€% Pnsg) (21 + 2n) (€% Ynyp) (Z1 + Yn)

B 1 (=t (ol z /6
- 2n\/—_t< 1—u " (1 —u?)l/4 </y Al) +OBT).

En effet, on a

(6 % tnsp) (Zo + 0) (€ % Yngg) (Z2 + yn) — (€ % nrq) (Za + @) (€ % Yuty) (Zo + )

L [(COBE G S A (=S A
(1—u)1/4 + (1_|_u)1/4 (1_|_u)1/4

2n/—t
(Pl (cull )
(14 u)l/4 1—u)/* (1 +u)l/4

_ %;_<¢;ﬁf+é_iﬂi><i[@9+om7@

+0(n7/%)

et

(e *x Pnip) (Z1 + 70) (€ % Yniq) (Z1 + Yn) — (€ * Yntg) (Z1 + 2n) (€% Ynip) (Z1 + Yn)
1 [l G - gy A -1 wa) (=3 = J3 AQ)
( A=t ) ((1 s+ OO

2ny/—t

—1 ntq) (=2 — [T Ai N NN
_ (m-l-(—l)[ 2 }((5_1{?1/4)) <( i _(5)1/40 ))

1 (T (el T B
= 2n\/—_t< — +(1_u2)1/4 </y A1)+O(n 7/6y,

On remarque qu’il suffit de calculer les contributions des termes complémentaires pour

exx e * (Jn( A, 1) — Jn(p, 1)), avec X = Z; + x, et = Zj + yn, car les contributions pour les
autres éléments du noyau matriciel s’en déduisent par des dérivations. Ainsi, on calcule les limites de

41’erreur de la preuve de la version précédente était d’avoir dit que
[Yntp ® (€% Yntq) — Yntq ® (€ * Ynip)llLos (2,52, +6)2) = O(n~'/?) et que

(€ * ¥nip) ® (€ % niq) — (€ * Yntq) ® (€ * Ynip)llLoo((z;-5,2;46)2) = O(n~"/%), ce qui est faux. En fait, il y a une
contribution au niveau des constantes d’intégration, qui rend faux les arguments données dans la version précédente. La

méthode de calcul des contributions des termes dépendants de H,, et GG, est totalement différente maintenant.
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exxeu* ((Gn — Hp)(A\, 1) — (Gn — Hp)(p, ), avec X = Zj + xp et o= Zj + yn.
On traite d’abord le cas n = 2r pair, on a, d’apres le théoréme 3.1,

Gn()\7 :u) = _gn73,nf2(wnf2(>\)wn73(ﬂ) - @Z}nfB(/\)@ZJan(M))
_gnfl,n72(1/}n72()‘)1/}nfl(luf) - @Z}nfl()‘)@ban(M))

et
Hy(A\p) = Cn73,n¢n73()‘)¢n(l‘) + Cnfl,nwnfl(A)wn(N)
+en—2n+1Un—2(AN)Unt1(1) + cne1n+2¥n—1(A)Pnt2(p),

avec, d’apres le lemme 4.1,
n

Cn-dn = 7 —t(vV1+u—+v1—u)+0(1),
Cntn = —g “I(VI+u+vVI—u)+0(1),
Cn-2mil = —% —t(vV1I+u++vV1—u)+0(1),
Cnoinyz = —% “t(VI+u—VI—u)+0(1).

On calcule d’abord la partie principale de —(ex x g, x Hy,)(A, 1), avec A = Zo + x, et pp = Zo + yn, on
a, d’apres ce qui précede,

~(erreur H)Oup) = (Bv ! (VIFa—vi—u)

4 ) (vV2n(—t)1/4)2
y { (=3 + Jo Ai) < (=1)" I (3 +f0yAi)> n (—3+Jo AY < (=1)r+t N (2 ~l—f0yAi))}

A+uw)t/t \Q—w/4 (1+u)l/s Q4+w/* \Q1-—w/*  (1+u)l/*

+(¢1+u+\/1—u){(_%+f°xm) <( L G fyA1)>

(1+u)1/4 1—u)1/4 (1+u)1/4

. <(<1>T—1 LG Ai)) (—(% +fé’Ai>}

~1/6
T (rwhA | azaur (| PO

(VD) (5o [ ) (o[ )+ TR0 ([ e [ )
( ;g) (5 [a) oo ) o (oo [) (2 ')

RTINS
+ ((—1)r(\/1(41ri;\)/54— u) _m> /yxAi

De méme, on calcule la partie principale de (e) * €, x Gy) (A, 1), avec A = Zy + z, et = Zo + yy, on
a, d’apres ce qui précede et le lemme 4.11,

(ex*eu*xGr)(\ p) = (4\/_15) <27f1\/Ai>

v (G )+ (G )| o)

+0(n~Y%)

+O(n=/9).
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Ainsi, il vient

— H,))(Z2+ xn, Zo + yn)

(e
- ;( g g/ Al——/ A1+4/ Al/ A1+/ >+0(n—1/6)
= %<—§+§/0 Al—g/o A1+4/ Al/ A1>+O( —1/6),

donc

)/
%

(Z2+$naZ2+yn 5)\*8,u ))(Z2+ynaZ2+yn)

— H,)
(5[ [ ol v ] ) e
A) <3 +/ A1> + O(n=1/6)
’ ) (§+%—/ymm> +0(n~1/%)
( IAi) (1—/y+ooAi> +O0(n~1%).

On calcule maintenant la partie principale de —(ex x e, % Hp) (A, 1), avec A = Z1 +x,, et o = Z1 + yn,
on a, d’apres ce qui précede,

N N
e:\c:\@\w'w
- H/\t

N~ N~ N [\DIi—‘A

n 1
—(exxepx Hy)(\ p) = (Z\/—_’f) (vV2n(—t)1/4)2

—1 v (2= [JAD) ) (D) (5 — [Y AL
X{(m'i‘(_l) 2((5_1{5)1/4)) (1(_3u)1j/ﬁ€1 )

-1 o1 (55— o A (=D (5 - f AY)
+<<1+u>1/4”‘” Ta- ) }

u)l/4 (1—u)l/4

! (3 A (U (- A
Wl*“*“”“){(lmvﬁ(‘” 1<(f_uf§1/4)> (1(—3u)1/4 |

+ (( 1)T<11_u ) ) ( T ”r%”
(Vi) G [ w0) (52 ) o st ([ )
Ve (G L) G L)+ G ) G [ )
- gloraf A fanaf af a
(o ) [

De méme, on calcule la partie principale de (e) x €, x Gy) (A, 1), avec A = Z1 + xp, et = Z1 + yy, on

(V1+u—v1-u)

+0(n~Y%)

1
8

_l’_

+0(n~Y%)

+ O(n~9).
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a, d’apres ce qui précede,

()

4

(exxen*Ga)Ap) = (GVT ( N

) \/l—i—u— 1—u)<(_1)T_1+T—2+

ravi=a (S 2 >]+o 116

\/m
e i, JE2) [ 00,
Ainsi, il vient
(exx e % (G — H))(Z1 + T, Z1 + )
_ %<_ /Al__/ Ai /Al/ A1+3/ )—I—O(n_1/6)
= %(2_5/0 Ai - /A1 /Al/ A1>+O —1/6),

donc

Vi—u | Q-u)

(5)\ *5,u * (Gn - Hn))(Zl + Tn, Zl + yn) - (5)\ *5,u * (Gn - Hn))(Zl + Yn, Zl + yn)

On traite maintenant le cas n = 2r 4+ 1 impair, on a, d’aprées le théoreme 3.2,

Gn()\) :U’) = _gn—Q,n—?)(q/}n—S()\)wn—Q(,u) - ¢n—2()\)wn—3(ﬂ))
+0n—1,n—-2Un—1(AN)¥n—2(tt) = Yn—2(N)Vn-1(1))

et
H,(A\p) = Cnf?),nwnfS()‘)wn(,u) + Cnfl,nq/)nfl()‘)wn(ﬂ)
+Cn—2,n+l¢n—2()‘)¢n+l (H) + Cn—l,n+2¢n—l()\)¢n+2 (H)a

avec le lemme 4.1, on a

n

Cn-dn = 7 —t(vV1+u+vV1—u)+0(1),
Cntn = —g —t(VT+u—vV1I—u)+0(1),
Cnognil = —g —t(vVT+u—v1—u)+0(1),
Cnoiniz = —g “H(VI+u+VI—u)+0(1).

)

On calcule maintenant la partie principale de —(ex x €, * Hp) (A, 1), avec A = Zy + xy, et o = Zo + yn,
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on a, d’apres ce qui précede,

—(ex*eux Hp)(\ p) = (ﬁ\/—_t ! (V1i4+u+vV1—u)

4 ) (V2n(—t)1/4)2
y {( (-1t 4 (% + fozAl)> +foyAl 1 ( + fo Al)) (_% +f0yAi)}
( 1—u) 1/4

1—u)l/4 (14 u)l/4 u)t/4 (14 u)l/4 (14 u)t/4
(—=1)" (3+Jo AD) ) (=3 + J§ AD)
+(V1+u—+1—u) T 71t +u1/4 A1)/
(1—w)
(n=1/%)

(S8 (e e

At )\ O (1w
() G W) (o) T ([ [
()G AI>+<—;+/;A1> )

= %[ g /A1 /A1+4/xA1/ Ai
(r e 1) [

De méme, on calcule la partie principale de (e) x €, x Gy,) (A, 1), avec A = Zo + x, et = Zo + yy, on
a, d’apres ce qui précede et le lemme 4.12,

(ex*eu*xGp)(A, p)

= <%\/_t> (;%)(\/l‘FU\/lU < —11+u u;)11/4>+0(n_1/6)

_ g<_1+( 1)" — A +,/1+u A1+O ).

Ainsi, il vient

+ O(n~1/5)

+O(n~1%).

donc

Epx (Gn - Hn))(Z2 + xp, Zoy + yn) - (8)\ *Ep Kk (Gn - Hn))(ZQ + Yn, Zy + yn)
x “+oo

Ai> <—/ Ai> +0(n~Y%).

Yy

an()\) = (Cn—3,n + gn—3,n)¢n—3(A) + (cn—l,n + gn—l,n)wn—l()\)v

(ex
1
2

De plus, on a

donc, il vient

(L)t 1 Ai(z)
1 N 2 (x/ﬁ(—t)l/‘l (1 +u)t/4

= SAI) + 0@,

Qn (ZQ + xn) - \/ﬁ( )

) +0(n"1/%)

cyn2/3
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Ainsi, on a

T Y _ 1 ¢ $
(E*an) <Z2 + 02712/3) — (E*Oén) <Z2 + 0271—2/3> == —02n2/3 / <ZQ + 62n2/3> ds
xr
_ 1/ A+ O(n~ 1),
2 Y

puisque la convergence de l'intégrande est uniforme en la variable s appartenant a un compact.
En conclusion, on obtient

(E)\ *€N * (Gn - Hn))(ZQ + Tn, ZQ + yn) - (E)\ *g,U« * (Gn - Hn))(ZQ + Yn, ZQ + yn)
+exan(Zy+ 1) — e x an(Za + yn)

_ %(/in) (1—/y+OOAi> +OnV9),

On calcule maintenant la partie principale de —(ex x e, % Hyp) (A, 1), avec A = Z1 +x,, et o = Z1 + yn,
on a, d’apres ce qui précede,

n 1
—(ex*eux Hp)(\ p) = (Z\/__t> W

) {(—1)1-11 _(:; )—l/{é’“‘ A ((1 e R %)
e (= )
+<¢1+u—\/1—u>{(_ Pl ) <1+u1/4 1)(25:—7{;120
+(ﬁ+< il )( T—ul/{gm))}
(V) ) (oo ) r st ([ [
(V) (G G [0 (G- ) (G- L)
IR TECH ERTETe
(T ) [

De méme, on calcule la partie principale de (e) x €, x Gy)(\, 1), avec A = Z1 +x, et = Zy + yy, on
a, d’apres ce qui précede,

(VI+u+vV1—u)

+ O(n—l/G)

+ O(n_l/G)

+ O(n_l/ﬁ).

(ex*eu*xGp)(\, 1)

n Ji A 1 —1)r-1 _
= (3v) (zn\/_—) WIT =T (G + ) 007

1 CWVI+u—y1—u 14 u o _
- <_1—<—1>( 1= w2)i/i 4 1_u> | A0,
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Ainsi, il vient

o G H Zl+xnazl+yn

A<___/ Ait = /A1 /Al/ Ai— / >+O(n‘”6)
(5_5/0 Ai+§/0 Ai—4/0 Ai/o Ai>+0(n‘1/6),

(ex * ey (Gn Hp))(Z1 + Tn, Z1 + yn) — (€ *xeux (Gp — Hp))(Z1 + yn, Z1 + yn)

() o

De plus, on a

n(— / ul/ il _(_1\"— _(_1\r
o (24 oy — YAEDTOE) ( Ai(a) )((( I ) )w(n%)

| = ool 7n

donc

cn2/3 202 /2n(—t)1/4 1—w)l/4 " (1—u)l/4
= O(n71/6).
Ainsi, on a
x Y _ 1 ‘ S
(e * ay) <Zl + cln2/3> — (e xap) <Zl + cln2/3) = —01n2/3 / (Zl + 61n2/3> ds

= O(nV%).

puisque la convergence de l'intégrande est uniforme en la variable s appartenant a un compact.
En conclusion, on obtient

(8)\ *&‘”* (Gn — Hn))(Zl + Zn, Zl + yn) - (6)\ *5#* (Gn - Hn))(Zl + yn7ZI + yn)
tex an(Z1 + 1p) — €% an(Z1 + yn)

()0

En conclusion, il vient par dérivation, pour n de parité quelconque,

. x Y . z 1 x ) +o00 '
lim J, (7, +—2_ 7 — (=1) ydu+=( [ Al (1- Ai) —e(z—v)),
lim (ﬁcjnm a+cn2/3> ( >(/ a(uy>u+2(/y )( / ) (o y>)

i (24 oz L) = (1) (e 44 (1 [ A
n*l}llooCnQ/?) J Cjng/gv J Cjn2/3 = a(r,y 5 1z , 1

et
1 T Y B j Oa 1 . .
nLIEOO mDn <ZJ + Cjn2/37Z] + cjn2/3> =(-1) <_8_y(x’y) - §A1($)A1(Z/)> :
PREUVE DU THEOREME 4.2. — Pour le cas 3 = 4, la preuve est similaire & celle du cas 8 = 1; il

faut cependant donner les calculs des termes complémentaires pour la statistique locale au bord du
spectre. On a, d’apres ce qui est fait pour le cas g =1,

1 T —1)70Hi Ai(x _
] 2/3¢2n+s (Zj‘i‘ A 2/3>: ( ) ( ) 1/4—1—0(71 2/3),
cjn en V2n(=2¢)1/4 (1 + (-1)7v2u)
avec g = (2 — j) 2],
si 2n + s impair,
z _ 1 (_% + foz Ai) —2/3
€* Yonts <Z2 + 2n2/3> = Van(an)/A (14 vau)/ + O(n=“"?),
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si 2n 4+ s pair,

2n+s

AN 1 (0™ G+ A ~2/3
€ * Vants <Z2+ n2/3) = a2l [(1—\/§u)1/4+(1+\/§u)1/4 +O0(n™*"?)
et si 2n + s impair,
T\ L L —1 ] (55 = Jo A a3
wvmes (24 o) = o | rvaa OO | 007

si 2n 4+ s pair,

T

€% Yants (Zl t o

w7

() (G- i A
V2n(=2t)1/4 (1 — v2u)/4

+ O(n72/3).

De plus, on a pour 2n + p pair et 2n + ¢ impair, on a

(e *x Yantp) (Zo + ) (€ * Y2ntq) (Z2 + yn) —

2n+p

1 1 (1)

]

(€ % antq) (Z2 + xn) (€ % P2nip) (22 + Yn)

(

2n+/—2t \/1 +v2u

et

(€ Yantp) (Z1 + @n) (€ % V2n44) (Z1 + Yn) —

(1 —2u2)/4

) <_ /;Ai) +O(n/9)

(€ antq) (Z1 + ) (€ % Yanip) (Z1 + yn)

1 (—pFErEE P @z _
- 2n¢——2t< — o) (4 +oe™

On a aussi d’aprés le théoreme 3.3,

Gn(A, 1)

et

Hp(A, )

92n,2n+1(Van (A) V2541 (10)
—g2n+1,2n4+2(V2n+2(AN)hon41 ()

— Yon41(A)2n (1))
— Yon41(N)2n+2(1))

—(azn,2n+3%2n (N 2n+3(1) + a2n+2 2n43%2n+2(AN) Von13 (1)

+a2n41,2n44%2n+1(AN)V2n1a() + a2n42,2n15U2n42(N)V2n45(1)),

avec, d’apres le lemme 4.5,

a2p2n+3 = - \/—
a2n+2.2n+3 = \/—
W2n+12n+4 = \/—
A2n+22n+5 = 7 \/—

On calcule d’abord la partie principale de —

/\/\/\/‘\

—~

\/—I-\/_u—l—\/l—\/_u +0(1
\/ +\/_u—\/1— V2u ) +0(1

) ro
)ro
\/ —i-\/_u—\/l— u>
) ro

+0(1

\/ —I-\/_u—l—\/l—\/_u +O(1

ex*ep* Hy)(A\, 1), avec X = Zy + xp, 1 = Zo + yp €t
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e = (—1)", on a, d’apres ce qui précede,

\/1+\/§u+\/1—\/§u>

—(exx e x Hy)(\ p) = (— i 1/4

—|—f0 A1 yAl

(1—v2u) ity V2u) 1/4 + \/_u 1/4
(
(

( ¢ ( +f0A1 )( yAl)}
+
(1- \f“)l/”‘ (1+ v2u)l/4 1+ v/2u)1/4

. (24 [T AQ) \ [(=1+ ¥ Ai)
+ (V1 +ﬁu-¢“‘“){(< ~ R (1t 3u>1/4><<1+f2&>”4>
n=1/6)

’ (Eitffiﬁn <(1 VoL 1+\/_2»qu11/4>}
(o) e ) (5 [
(VR (G L G )G [ G L)
AR ([ )

1 8 1 [* 5 [Y z Y 1—v2u x
= “|-=--= A'+—/ A‘+4/ A'/ Ai— </ A')
8[ 9 3/0 e L T VT v U,

5(\/l+\/§u—\/1—\/§u> (/%)

(1—2u2)i/a

+ O(n=1/6)

+O0(n~1/0).

_l’_

De méme, on calcule la partie principale de (e) x €, x Gy) (A, 1), avec A = Zy + z, et = Zo + yy, on
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a, d’apres ce qui précede et le lemme 4.13,

(ex % % G) (A, 1) = (g\/——%) (%)

14+ v2u —e(1 — 2u?)'/4 1 €
X[<\/1+\/§u+\/l_\/§u> ( 1+\/§u+s(1—2u2)1/4) <\/1+\/§u+ (1—2u2)1/4>
_ ((\/1+\/§u+\/1—\/§u> = <\/1+\/§u—\/1—\/§u> (JW—E(I—WW“))

14+ v2u +e(1 — 2u2)1/4

+ O(n=1/6)

1 €
>< J—
(v~ w=sen)
—Jy Al 1—\/§u+6 1+ 2u 1/4+6 - v\
8 14+ +v2u 1—+v2u 14+ v2u
1+\/§u—5(1—2u2)1/4 14 1—\/§u+€ 14++v2u 1/4+€ 1—+v2u i
1+ v2u + (1 — 2u2)1/4 14+v2u 1—v2u 1+2u

1 1—\/§u 1—|—\/_u ye 1—\/§u 1/
1—|—\/§u 1—\/_u 1+\/§u
—Jy Al L-V2u  _(1+V2u 1/4+E 1—vau |
8 l—i—\/_u 1—+v2u 14+ vV2u
_ 1—/2u 1/4 1/4
! E(1+x/§u> (2+25 (1—\/§u
1-v2u | V4 14+ v2u
1+6(1+f>

1—2u 5(\/1+\/§u—\/1—\/§u>
1++2u (1 —2u2)1/4

+0(n~Y%)

+0(n~1%)

— [* Al
I, -

< +0(n~Y%)

Ainsi, il vient

Z2 ern»ZZ ern

/A1 /A1+4/ Al/ Ai— / >+O(n1/6)
/A1 /A1+4/ Al/ A1>+O (n=4/9),

(ex*eu* (Gn — Hy))(Zo+ xn, Zo + yn) — (ex % ep % (Gr, — Hy,))(Z2 + Yn, Z2 + Yn)

(o

On calcule maintenant la partie principale de —(ex x €, Hp)(\, 1), avec A = Z1 + xp, = Z1 + yn €t

—~~
™

ol = ool

/\/\i

«::loo folooé“
x»

donc
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e = (—1)", on a, d’apres ce qui précede,

_(sA*su*H)(Au):<% ( 2t1/4>[< +\/§u+\/1—\/§u>
() (e )
1 — V2u)l/4 V2Ot (1= VRl
Jo Ai) -1 e(—2 - JY A
((1 \/_u1/4><1—|—\/_u)1/4+ (1- \/_u)1/4>}
*W”f“ Vi- ”){(1?(%}@)5/\?) (( +\_/;U)1/4_€((1_§\;_ ujﬁ)>
( (=3I Ai))( e (3 fyAl))}
(1+\/_u Tz (1= v2u)l/4 (1 —v2u)/4
( 1%“) (2o [ ) (24 ['a)
( mz ) (LG GG f)
V2 -
S
_ %[g_g/o Ai+§/0 Ai—4/0 Ai/o Ai—w/iJrgZ y Ai

_5(\/1+\/§u—\/1—\/§u> </$A1>

(1—2u2)i/a

_|_

42 +O(n1/0)

—+

1
8

+0(n~1/%)

+O0(n~1/0).

De méme, on calcule la partie principale de (ex x €, x Gy) (A, 1), avec A = Z1 + z, et = Z1 + yy, on
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a, d’apres ce qui précede,

>3

f Ai
(ex*en*Gp)( A\ p) = ( \/—) <W>
[(\/1+\/_u+\/1— ><\/ \/iu—€(1—2u)1/4)< 1 5

V2u + e(1 — 2u2)1/4 \/5 (1 —2u2)1/4

Q

;

((\/1+\/_u+\/1—\/_u> (\/1+\/_u—\/1—\/_u> (ﬁ:(t;ﬂ)x

O(n~"/")

-1
(== <1—2u2>1/4>

A /1+\/§u +\fu 1—vau)
B 8 1—\/§u 14+ v2u

1+\/§u—6(1—2u2 1/4 €
+< )( 1_\@ +(1_2u2)1/4> (2\/1—\/§u>

1+v2u+e(l —2u2)l/4

_ f;Ail+ 1+\/_u 14 v2u | 1—vau)
N 8 17\/_u 1—+2u 14+ v2u
_ 1 \[u
. 1 5<1+\fu)1/4 (2+28<1\/_U> ) +O<n—1/6)
1+ () LV
[T A 1+ vau £ (VI+v2u—V1-+v2u )
- S5 1J—rf i ( (1—2u?)1/ ) +0m™)

Ainsi, il vient

—~

exxepx (Gn = Hn))(Z1 + n, Z1 + yn)
(S—g/o Ai+ < /A1 /Al/ 1+3/ >+O( —1/6)
(Goafne 3 o [ n) oo

(5)\ *Ep Kk (G - ))(Zl + xp, Zy + yn) - (8)\ *Ep Kk (Gn - Hn))(Zl + yn721 + yn)

— _% </y Ai) <— /y+OOAi> +O0(n~Y9).

En conclusion, il vient par dérivation,

lim I, (Z;+ ——=— Z; + —2 ) = (—1)] /x (u,y)d -1 /mA' /+OOA'
n—1> +oo ‘7’7,2/37 J cjn2/3 N y at, y)cu 2 Yy ! Yy ' ’
lim ;S Z; Z; Y ) =1y Lai +OOA'
n—1>+oo cj n2/3 + 2/3’ + Cj’I’L2/3 - (7 ) a(m,y) 9 1($) : 1

1 . x ' Y B j da 1
D, (Zg+cjn2/3,zj+cjn2/3>—< 17 (=52 - jAiA)).

| = 0|

donc

et
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