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Résumé

Dans ce travail, nous développons une approche par les polynomes orthogonaux pour des
matrices aléatoires de loi orthogonalement et symplectiquement invariantes, qui sont une généralisation
des matrices aléatoires gaussiennes. Nous obtenons successivement des formules exprimant les
probabilités marginales de la distribution des valeurs propres en fonction de noyaux matriciels,
puis des formules, généralisant celles connues pour les matrices aléatoires gaussiennes, exprimant
ces noyaux matriciels essentiellement en fonction du noyau reproduisant de la théorie des polynomes
orthogonaux. Enfin, nous utilisons ces expressions pour prouver I'universalité de la statistique locale
des valeurs propres a 'intérieur et au bord du spectre, dans un cas particulier, grace aux formules
asymptotiques des polynémes orthogonaux correspondants récemment trouvées.

1 Introduction générale

Les matrices aléatoires étudiées dans ce travail appartiennent a trois classes définies comme suit.
Considérons les espaces vectoriels réels £,7 des matrices symétriques réelles de taille n x n, &,9 des
matrices hermitiennes complexes de taille n x n et £,4 des matrices auto-duales quaternioniques de
taille n x n (voir la section 2.1). Les matrices aléatoires en rapport avec notre étude sont définies sur
chacun de ces trois espaces vectoriels réels &,3, 8 = 1,2 ou 4, par la mesure de probabilité

Pos(dM) = Ziﬂ exp(—nTYV(M)AM, M € &g, (1.1)
n,

ou Zy,3 est la constante de normalisation, dM la mesure de Lebesgue sur I'espace &,3 considéré et V'
un polynome réel d’une variable relle de degré pair, noté d + 1 > 2, a coefficient dominant strictement
positif. Les matrices aléatoires gaussiennes correspondent au cas ot V/(\) est proportionnel A\2. La
présence de la trace dans I'expression de la densité de la mesure de probabilité (1.1) montre que la
loi est invariante sous I'action par conjugaison du groupe orthogonal, si 8 = 1, du groupe unitaire, si
8 = 2 et du groupe symplectique unitaire, si § = 4. Ainsi, les vecteurs propres de la matrice aléatoire
M définie par (1.1) sont distribués uniformément et c’est 1'étude des valeurs propres qui rend ces
classes intéressantes. D’apres [9], les valeurs propres sont toutes réelles et selon [10], la densité de
probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™ des valeurs propres (A1, ...,\,) de la matrice
aléatoire M définie par (1.1) est donnée par

1
(QnﬁlS

IT 2 =2 T exp(=nV()))). (1.2)

j<k<n j=1
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ou Qnp est la nouvelle constante de normalisation. Pour le cas 3 = 2, I'utilisation des polynomes
orthogonaux pour exprimer les probabilités marginales de (1.2) en fonction du noyau reproduisant
est relativement simple (voir [9, 10]). En revanche, les cas § = 1 ou 4 posent probléme. Cependant,
pour le cas particulier des matrices aléatoires gaussiennes, F. Dyson et M. Mehta (voir [9, 10] et les
références qui s’y trouvent) ont développé la technique du déterminant quaternionique pour exprimer
les probabilités marginales associées & (1.2) & 'aide de noyaux matriciels (ou quaternioniques). Les
éléments des noyaux matriciels sont exprimés a ’aide des polynémes d’Hermite, qui sont les polynoémes
orthogonaux intervenant naturellement pour les matrices aléatoires gaussiennes.

Récemment, dans [13], C. Tracy et H. Widom ont obtenu des formules générales pour les noyaux
matriciels en utilisant la méthode de la fonctionnelle génératrice (voir [8] et appendice A.17 de [10]),
mais ils ne se sont pas intéressés a la technique du déterminant quaternionique.

Dans la deuxieme partie, nous vérifions précisément que la technique du déterminant quaternionique
fonctionne avec les formules données dans [13] pour exprimer les probabilités marginales de (1.2). Il
suffit d’adapter le schéma des preuves de [9, 10]. Les résultats sont énoncés & la section 2.2.

Les noyaux matriciels sont donc intéressants lorsqu’ils s’expriment a 1’aide de polynémes orthogonaux
et notamment en fonction du noyau reproduisant, comme c’est le cas pour les matrices aléatoires a
loi unitairement invariantes (cas § = 2 dans (1.2)) et pour les matrices aléatoires gaussiennes, voir les
chapitres 6 et 7 de [10]. Cela permet en effet d’utiliser les formules asymptotiques de la théorie des
polynomes orthogonaux pour étudier le comportement spectral asymptotique des matrices aléatoires,
lorsque n — 4o00.

Dans la troisieme partie, a la section 3.4, nous obtenons des formules pour les noyaux matriciels
qui généralisent celles connues pour les matrices aléatoires gaussiennes. Plus précisément, les éléments
du noyau matriciel sont composés d’'une partie principale, déterminant les régimes asymptotiques,
lorsque n — +00, s’exprimant simplement en fonction du noyau reproduisant et d’une partie négligeable.
Pour obtenir ces formules, ’aspect polynomial de V' est tres important, car il implique que la matrice
infinie de l'opérateur de dérivation dans la base des fonctions orthonormales est multidiagonale avec
d diagonales de chaque co6té de la diagonale principale. Et la méthode de calcul est entierement basée
sur cette propriété. Notons que H. Widom a obtenu dans [14] des expressions des noyaux matriciels
en fonction du noyau reproduisant, pour des classes de matrices aléatoires plus générales.

En application, dans la quatrieme partie, a la section 4.6, nous montrons que les formules
précédemment obtenues, permettent de prouver 'existence de la densité d’états et le comportement
universel de la statistique locale des valeurs propres a l'intérieur et au bord du spectre, pour une
certaine famille de polynémes pairs V' de degré quatre, en utilisant les formules asymptotiques de [2].

Enfin, pour terminer cette introduction, nous rappelons que les classes de matrices aléatoires
étudiées dans ce travail s’appellent des modéles matriciels a une matrice en physique thorique (voir
par exemple [6] et les références qui s’y trouvent) et que dans cette terminologie, le polynéme V
s’appelle le potentiel et les densités de probabilités marginales s’appellent les fonctions de corrélations.



2 Expressions des probabilités marginales par la technique du déterminant
quaternionique

2.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons considérer plus généralement que (1.2) le calcul des probabilités
marginales de la mesure de probabilité totalement symétrique sur R™, (n entier > 0)

n 1 e
P (A1, ... dA,) = 5 IT A =P T miany), (2.1)
"B 1<ick<n j=1

ou B =1 ou 4 et m est une mesure positive sur R telle que (2.1) définisse une mesure de probabilité
sur R", c’est-a-dire telle que m posséde des moments absolus d’ordre < S(n — 1) i.e.

/ IAFm(d)\) < 400, pour ke {0,....8(n—1)}
R

et que la constante de normalisation (qui est donc finie)
n
Qnp = / IT N Ml T mean)
R™ 1 <j<k<n j=1

soit strictement positive (la constante de normalisation est aussi appelée fonction de partition en
mécanique statistique). Les probabilités marginales de (2.1) sont définies par

(AN, ) = / PP (@A - D), (2.2)
Ak+15--AnER
avec k € {1,...,n}. Les résultats de cette partie consistent a exprimer les probabilités marginales a

l'aide de déterminants quaternioniques de matrices auto-duales selon la théorie exposée dans [9, 10].
Voici un rappel, directement issu des chapitre 8 de [9] et chapitre 6 de [10], de quelques faits de cette
théorie utiles pour ce travail.

Un quaternion ¢ est défini comme une combinaison linéaire a coefficients complexes des quatre
matrices complexes de taille 2 x 2 suivantes

(Lo (0 —1 (0 i (i 0
“lo1 )47\ 0 )2 =i 0 ) "o =)
oll 7 est un nombre complexe vérifiant i2 = —1. Donc

q=q"9 +qWes +¢Peg + ¢Pez, avec ¢¥) eC. (2.3)

Le quaternion g est un quaternion complexe. Si les ¢\9) sont réels, le quaternion est réel. Un quaternion
peut donc étre représenté par une matrice complexe de taille 2 x 2. ¢(@ est la partie scalaire et
Z;’:l gl )ej est la partie quaternionique pure. Le quaternion dual du quaternion (2.3) est défini par

3
j=1

Nous considérerons des matrices quaternioniques, i.e. des matrices a coefficients quaternioniques. Si
une matrice quaternionique de taille n x n est notée

Qn = (qjk)lgj,kgn’
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la matrice duale de @,, est définie par
m = (qzk’)lﬁj,kﬁn ; avec q;k = quv pour ]7k € {13 s vn}'
Une matrice est auto-duale si Q,, = @,,. Le déterminant quaternionique de Q,, est défini par

Qdet Q,, = Z e (o) H (qj1j2Qj2j3"~erj1)(0) ;

o€Sn tous les cycles (j1 — jo — -+ Jr — J1) de

la décomposition en cycles disjoints de o

ou S, est le groupe symétrique d’ordre n et € (o) est la signature de la permutation o. Une matrice
quaternionique @, peut étre vue comme une matrice complexe de taille 2n x 2n. Elle est alors notée
C (Qn)- Si @, est auto-duale et que ses éléments matriciels sont représentés par

gjr = < ajk by )
)
¢k dj
alors, les relations suivantes sont vérifiées

ajx = dkj-/ bjlc = _bkj et cjp = —cj, pour j.k € {1, e ,’I’L}. (24)

Pour terminer cette introduction, énonc¢ons les deux résultats que utiliserons par la suite. Posons

z:diag(( _01 é)( —01 é))

matrice de taille 2n x 2n diagonale par blocs, avec n blocs diagonaux. On a

Proposition 2.1 [9, 10]. — Soit @, une matrice quaternionique. Alors @,, auto-duale si et seulement
si ZC (Qy) est antisymétrique (complexe) et dans ce cas
Qdet @, = PE(ZC (Qn)) et det C(Q,) = (Qdet Qy)?, (2.5)

ou Pf désigne le pfaffien d’'une matrice antisymétrique d’ordre pair.

Proposition 2.2 [9, 10]. — Soit f : (z,y) — f (2,y) une fonction de R? & valeurs quaternioniques
complexes et soit m une mesure sur R telles que (en supposant que toutes les intégrales écrites existent)
/ (xvy) = f (y,x), (26)
[faaym@) - (27)

R
[1eniwam@n) = f@)+df @)= @a)d, (28)

oll ¢ est une constante scalaire complexe et ¢’ est une constante quaternionique. Alors, étant donnés
des réels z; € R, 1 < j < N, la matrice

(f (Ijaxk))lgj,ng

est auto-duale et

/RQdet (f (@j2r)) < jpenym (don) = (¢ = N + 1) Qdet (f (2,2k)) 1< pn—1 - (2.9)



2.2 Enoncés des théorémes 2.1, 2.2 et 2.3

Nous traitons d’abord le cas 8 = 1, qui se subdivise, pour des raisons techniques, en deux sous-cas
selon que n est pair ou impair, puis le cas 8 = 4. Définissons la fonction

1/2 si x>0,
erx—e(x)= 0 si =0,
~1/2 si a2 <O.

Soient f et g deux fonctions définies sur R, a valeurs complexes. Posons

(e % (V) = /R £(h — 1) f(wym(dp).

/Rg(a*f)dmz—/Rf(s*g)dm.

De plus, on désigne par f’ la fonction dérivée de f.

Théoréme 2.1 (le cas f = 1, n pair). — Soit (pj(N))jeqo,..n—1} une famille de polynomes réels,

linéairement indépendants et de degrés < n — 1. Définissons
a= [ (E*p) NP Nm(AN), pour k€ {0..n 1)
R

Alors A = (aji)o<jk<n—1 est une matrice antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjk)o<jk<n—1
son inverse. Posons, d’aprés [15],

SO = 3 b (N)(e x ) (),
3,k=0

n—1
DAp) = = bipi(Npe(p), (2.10)
k=0

n—1
I = D bilexp)N)(e*pr) ().

J,k=0

De plus, on définit ST et J par ST(\p) = S(p,\) et J(A\p) = I(A\p) —e(X— p). Enfin, définissons le
noyau matriciel (ou fonction quaternionique)

o () = ( 581‘3 5%%’% > . (2.11)

Alors, les probabilités marginales (2.2) sont données par

k
n —k)!
P (dA, ... dNg) = (n — ) Qdet (71 (ApsAg))1<pazik [[ m(dAy) (2.12)

p=1

et en particulier, pour k = n,

n 1 ‘
P (A, ... dA,) = 5 Qdet (01 (A1 <pazn T m(@x).

p=1



Théoréme 2.2 (le cas =1, n impair). — Avec les notations ci-dessus, définissons

ai= [ (Exp)OmNm(dy) si g€ {0, 1}

apj = —Qjn, = /Rpj()\)m(d)\) si j€{0,....n—1} et ap,=0.

Alors A = (aji)o<jk<n est une matrice antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bji)o<jk<n SON
inverse. Posons

n—1 n—1
SO = ST(wA) = > bupiN(Expe) (1) + D bjnpi (N),
=0

Jk=0
DAp) = — z_: bjkpj (A)prk(K), (2.13)
Jk=0
I(Ap) = Z_: bjk(e * p;)(A) (€ * pr) (1) + Z_:bj ((expj)(A) = (e x pj) (1))
Jk=0 j=0

et J(Ap) = I(A\pn) —e(X— p). De plus, définissons le noyau matriciel

S(Ak)  D(Ap)
o1 (Ap) = ( J(A,Z) ST(AZ) > (2.14)

Alors les probabilités marginales (2.2) sont données par

k
n n—k)!
P (dAy, ... dNg) _ ! ~ ) Qdet (01 ApsAd)) 1<pazi [[ m(dry) (2.15)

p=1

et en particulier, pour k = n,

n 1 -
P (A, ... dA,) = —5 Qdet (01 (A1 <pgzn [T m(an).

p=1
Théoréme 2.3 (le cas f = 4). — Soit (pj(N)) jeqo,...,.2n—1} une famille de polyndmes réels, linéairement
indépendants et de degrés < 2n — 1.Définissons
1

ap =L /R (V) — FNp(N))m(dN), pour Gk € {0,... 2n - 1}.

2

Alors A = (ajr)o<jk<an—1 est une matrice antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bji)o<jk<2n—1
son inverse. Posons, d’aprés [15],

2n—1
SO = ST = bapl(MNpr(p),
k=0
2n—1
D) = = bipi(Npk(w), (2.16)
J,k=0
2n—1
I = > bupi(Npr(p).
J,k=0
Définissons le noyau matriciel
S(Au)  D(Ap) )
A ) = . 2.17
74 (k) (I(A,u) ST () 210
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Alors les probabilités marginales (2.2) sont données par

k
n n—k)!
P (dAy, ... dNg) = % Qdet (94 (Ap.Ag))1<pazi [ [ m(dry) (2.18)
! e
et en particulier, pour k = n,
n 1 -

P (@A, dh) = 5 Qdet (04 (A A1z [ mldhy):

! ke

2.3 Preuves des théoremes 2.1, 2.2 et 2.3

Remarquons d’abord que, d’'une maniere générale, toutes les intégrales écrites existent d’apres
les hypotheses faites a la section 2.1 sur la mesure m. De plus, si on note T' la matrice formée des
coefficients des (pj()\))OSjSNg (avec N1 = n — 1 et Ny = 2n — 1) dans la base des monomes, cette

matrice est carrée de déterminant non nul car les (p;(A)) )<< N, Sont linéairement indépendants et de

degré < Njg. De plus, les résultats du chapitre 8 de [9] et de [13] montrent que
PFA = Quy det T £ 0,

donc det A # 0 et A est inversible. Ainsi, d’apres les propositions 2.1 et 2.2, il suffit de prouver que
la matrice quaternionique Q, = (05 (A\j,A\r))1<jk<n est auto-duale (2.6), puis, avec (2.5), que son
déterminant quaternionique Qdet @,, est proportionnel (a une constante multiplicative non nulle pres)
allicjoren N — M |? et enfin que la matrice Q,, satisfait aux deux derniéres hypotheses (2.7) et (2.8)
de la proposition 2.2. Enfin, une application itérée de (2.9) donnera (2.12), (2.15) et (2.18).

Le caractere auto-duale de la matrice quaternionique @,,, qui équivaut a (2.4), correspond aux
propriétés suivantes, immédiates, d’apres Uantisymétrie de B: D(A\,u) = —D(u,\), L(Ap) = —1(p,A),
J(\u) = —J(u,\) et par définition ST (\,u) = S(u,\).

PREUVE DU THEOREME 2.1 (le cas 3 = 1, n pair). —

Premieérement : Considérons (), comme une matrice complexe de taille 2n x 2n, notée C(Q,,) et
montrons que det C'(Q,) est proportionnel au carré de H1§j<k§n IAj — Akl, pour Ay < -0 < Ap.
Remarquons d’abord que d’apres (2.10), on a

2 2
det (D(Aj M), <y = det B (det (pj(Ak))OSan_M%n) —c II n-xM2
1<j<k<n
ol ¢ = det B x (det T)? # 0. De plus, d’apres (2.10) et (2.11), il vient
SOy DO
c@) = (30 ¢
(@n) TN k) ST 1<j,k<n
_ ( (k) )
(e % pj)(Ax) 0<j<n—1,1<k<n
Ainsi, C(Qn) est une matrice de rang < n et comme det (D(A;j,Ak));<; p<, €t un mineur non nul

d’ordre n, les n lignes indexées par j € {1,....n}, ( I(A\j,.Ae) ST\ M) ) sont combinaisons

1<k<n
linéaires des n lignes ( S(A\j,Ax) D(Aj,\g) )1<k<n. Donc

det C(Qn) = det( SAiAk) — DAGAR) )
—e(Aj — k) 0 1<j,k<n

= det (—e(A; — X))

B( (e *pj)(/\k) _pj(/\k) )ogjgn—l,lgkgn'

x det (D(Aj,)\k))

1<j,k<n 1<j,k<n "



Or, comme det (—e(X\; — )\k))Kj o 1/2" indépendamment des Aj, j € {1,...,n}, (voir le chapitre

6 de [10]), cela montre que det C(Qy,) est proportionnel & [[;<; <, [Aj — At|?. Enfin, comme Qdet@,,
est une fonction continue totalement symétrique sur R™, on déduit de la continuité que QdetQ,, =
Cn H1§j<k§n‘)‘j — Xg| # 0, ou ¢, est une constante indépendante des \;, j € {1,...,n} pour
A1 < -+ < Ay et Iégalité est valable partout par symétrie.

Deuxiemement : Vérifions les deux dernieres hypotheses (2.7) et (2.8) de la proposition 2.2. On a

Jaonman= [ (G g 1) ma.

car D et I sont des fonctions antisymétriques. Donc 'intégrale (2.7) est bien un scalaire de valeur

n—1
/ SO MY = Y by / P ON)(e % pi) (\)m(dN)
7,k=0

n—1

= Z bjrar; = TrBA = n.
k=0

Prouvons que (2.8) est satisfaite, ¢’est-a-dire que

[ o1 O on () mid) =01 ) + 9 ()

avec ) — < 1(/)2 _?/2 )Ul (Av) — o1 (A,V)( 1(/)2 _10/2 )

Ceci équivaut aux trois relations (la quatrieme est automatiquement vérifiée par symétrie)

/ (S (i) S () + DO () m(dp) = S (Aw). (2.19)
/ (S (i) D(pv) + DOWW)S (vr))m(dps) = 2D (W), (2.20)
/ (TS () + 8 (1) T () m(du) = 0. (2.21)

Vérifions que la relation (2.19) est satisfaite

n—1 n—1
SO OV p) ) 3 bimpili)e % o) ()m(a)

7,k=0 £,m=0
- [ S b (k) S Brn(= % 00) (1) (E % Pun) ()
J,k=0 £,m=0
+ [ bapsme(u — vymiap)
4,k=0
= > piNE*pn)®) D binlare = am)bem — Y bigpi(A)(e xpr) (v)
J,m=0 k=0 4,k=0

= 2S(\v)—S(A\v)=S(\v).



Vérifions la relation (2.20)

n—1 n—1
- / (3 bips X)) S bempe(1)pm () midis)

7,k=0 £,m=0
n—1
- [(3 b B S b ®)(e xp0(@)mia
3,k=0 £,m=0
n—1
= = > piNpm¥) D (bjkarebem + bikaorbme)
7,m=0 k,4=0

= =2 ) bimpi(Npm(v) =2D (A\p).

Jm=0
Vérifions la relation (2.21)

JO3 b xmNE bempz )(e % p) ()l dp)

(X b (e xpm) )0 wym(c

£,m=0

+ (O bamkln)(e*p)O) Y banle %00 () )0 m(a)

jvk_O £,m=0
/ Z brpi (1) (& % ) Ve — v))m(dps)
7,k=0
n—1 n—1
= > (exp) N (E*pm) (V) Y (bjranibom + bijambim)
j,m=0 k=0
n—1
- / (3 bum(e % p) (V) (€ 5 Pn) () m(dpe)
£,m=0
+ [(5 bytexmo)e ) mian
7,k=0

= 2I(A\v) —I(A\v)+I(v\) =0.
- . . . . (1/2 0
D’ou, o1(\,u) vérifie les conditions de la proposition 2.2, avec ¢ =n et ¢’ = 0 —1/2 )

PREUVE DU THEOREME 2.2 (le cas 3 = 1, n impair). —

Premierement : Comme précédemment, considérons (),, comme une matrice complexe de taille 2n x 2n,
notée C(Qy) et prouvons que det C(Qn) est proportionnel au carré de [ ;<< [Aj — Ag|. Mais ici,
comme B est d’ordre n+1 et que 'expression (2.13) de D(\, ) fait intervenir les éléments d’une matrice
antisymétrique d’ordre impair (donc de déterminant nul), on ne peut pas procéder directement pour
obtenir le résultat voulu. On procede différemment en adaptant la technique proposée au chapitre 8



de [9] et au chapitre 6 de [10]. Posons

Z bk (A) (e * pp)(A) = s" (1, N),
k=0

n—1

i) = Y bislexp)N(Expr)(N), (2.22)
7,k=0

n—1
a(A) = ) binpi(N)
=0

et on a S(\,u) = s(A,u) + a(N).

La matrice (bjr)o<jk<n—1 est antisymétrique d’ordre impair, donc de déterminant nul. Plus
précisément, cette matrice est de rang n — 1. En effet, comme det B #% 0, I'un des mineurs d’ordre
n de B par rapport a sa dernieére colonne est non nul et ce ne peut étre celui par rapport a b, car
det(bjr)o<jr<n—1 = 0. On peut donc en déduire que ce mineur possede lui-méme un mineur d’ordre
n — 1 non nul par rapport a sa derniere ligne qui est issue de le derniére ligne de B. Donc ce mineur
non nul d’ordre n — 1 est aussi un mineur de la matrice (bjx)o<;jkr<n—1, d’olt le résultat. On sait alors
qu’il existe une matrice orthogonale réelle U de taille n x n, telle que

Z 0
(bjk)o<jk<n— =U < 0 0) v, (2.23)

z—diag<<_01 é) ’(—01 é))

matrice de taille (n — 1) x (n — 1) diagonale par blocs, avec (n — 1)/2 blocs diagonaux. Posons

( Pj(Ak) > U:<Tj(>\k)) '
(€% ;) (Ak) 0<j<n—1,1<k<n $5(Ak) 0<j<n—1,1<k<n

Alors, avec (2.22) et (2.23), on a

( S(Aijk) D()‘ijk) >
J 1<j,k<n

avec

(i) Z 0 | |
N ( Sio‘:) >o§j§n—1,1gkgn< 0 0 ) (i) =75(0) Jogjcn-11gken’ (2.24)

. . . . . Z 0
Ce qui donne, compte tenu des derniéres ligne et colonne de zéros de la matrice ( 0 0 ),

S(Aj,)\k) = Z quTp Sq Ak)
p,g=0

i(Aj,Ak) = Z Zpgsp(Aj)sq(Ar), (2.25)
p,q=0

D(\j\) = Z Zpap(Nj)rq ()
p,q=0

10



Soit § > 0, considérons la matrice

ro(Ad1) (A1) cor o Tne2(A1) a(A)
80(/\1) 81(/\1) tee Sn_g()\l) 1/5 70
Cs = s S s ( s )
To(An) T1i(An) 0 mae2(An)  a(An)
S()()\n) 81()\n) e Sn— 2(/\11) 1/(5
80()\1) —7‘0(/\1) e 80()\n> —To()\n)
51(A1) —ri(A1) oo s1(An) —71(An)
X : : : : )
Sn72(A1) _rn72()\1) s San()\n) _Tan()\n)
1/6 a(A) 1/6 a(A)
alors (2.24) et (2.25) donnent
_ [ s(GA) +a(dy) DA A) + da(Ag)e(Ak)
Cs = < i(ij,)\k) + 1/5] ST()\j,Ak) + a(Ag) >l<] L<n ’ (2:26)

La matrice Cs est de rang < n et le calcul suivant montre qu’elle est de rang n. En effet

det (D(Aj, M) 4 da(Aj)a(Ar))

1<4,k<n
= det ((py()\k))1<] k< (Ogk £ 0bnbrn) o< k<1 (PE(X ))1<],k<n>
= ¢ H |A] — )\k|2 det ( ik T 5bj"bkn)0§j,k§n—1 s (2.27)
1<j<k<n

ot ¢ = (detT')? est une constante non nulle. Or, si on note ( cp -t ocp ottt Cp ) les n colonnes
bOn

de la matrice (bjz),, <jk<n—1 © d le vecteur colonne bjn , un développement par multilinéarité

bn—l,n

donne (car det (bj)o<; x<,—y = 0 et les cas ol d est répétée ne contribuant pas)

det (bjk + 0bjnbrn) o< k<n—1 Zébkndet et d oG e ).

Ainsi, il vient

det (bjk + 0bjnbn)ocjpen_1 = O bukdet (1 -+ ch1 cprr e e d ) x (—1)PHHE
— §det B. (2.28)

Car, c’est le développement par rapport a la derniere ligne de det B % 0. On en déduit que les n lignes
indexées par j € {1,...,n}, ((i(A;, ) +1/0 ST(X\j,\) )1<k< de (s sont combinaisons linéaires

des n lignes ( S(Aj,\e)  D(Nj M) + da(N)a(Ae) ) cpe,- Considérons maintenant

_ (SO DG + (A a(Ar)
C(Qn(9)) = < J(/\j,)\:) ET(/\j,/\k) k >1<] h<n

11



D’apres (2.26) et le travail effectué sur Cy, il vient

det C(Qn(0))
_ det( Sy M) DO\ + Ba(Ag)a(A) >

—1/6— (= M) + (e x @) (N) — (e % a) (M) 0 rihen
= A@8) x det (D(A; M) + 8a(A)a(Ae)) 1< e (2.29)

avec

A(0) = det (—1/8 — e(Aj — ) + (% a)(A)) — (£ % Q) (M) 1< e -

Or, le calcul d'un déterminant de la forme de A(0) est effectué a 'appendice A.19 de [10] et il donne
A(0) = £1/4, indépendamment des A;, j € {1,...,n}. D’out, d’apres (2.27), (2.28) et (2.29), il vient
det C(Qn(0)) = ¢ [l1<jcr<n IAj =A%, ott la constante ¢ est indépendante de §. Comme le déterminant
est continu et que limgs_q C(Q,(0)) = C(Qy,), on obtient le résultat.

Deuxiémement : Vérifions les deux derniéres hypotheses (2.7) et (2.8) de la proposition 2.2. On a

/mummMM:/(S%” ﬂiﬂ)mm&

car D et I sont des fonctions antisymétriques. Donc I'intégrale (2.7) est bien un scalaire de valeur

n-! n—1
/S()\,)\) m(d\) = Z bjk/pj()\)(a*pk)()\)m(d)\) +ijn/pj(>\)m(d)\)
jk*O =
n—1 n
B Z bjkar; + Ebﬁbam = Zzbﬂkakj =n.
Jk=0 j=0 k=0

Il reste a prouver que les trois mémes relations que dans le cas n pair sont vérifiées.

12



Vérifions la relation (2.19)

n—1
Z bﬁmpf (,u) (

n—1 n—1
/( D bipi (M) (e % pr) (1) + > binpi(M)( €% pm)(V
k=0 =0 ;=0
n—1
- [(3 banm0)
J,k=0
n—1 n—1
XY bom(expe) () (e % pm) (V) — (i =) + Y ben((e % pe) (1) — (% pe) (v))m(dp)
£,m=0 =0
n—1 n—1 n—1
= Y piNE*Pm) @)Y bikrebem + > binnebem)
Jm=0 . f=0 (=0
n—1 n—1 n—1
= Y 2N (E*pm)( z bjkaekbem) + ij )OO bjkareben + > binaneben)
m=0 k(=0 =0 =0
n—1 n—1
= 2 bipiN(Exp) () = 3 biwbm(anpi(V) = awp; (M) (e * ) ()
J;k=0 4,k.£=0
n—1 n—1 n—1 n—1
= > piNE*pm)@)(2 D bipambon + > binanebem + > bikGnkbmn)
Jym=0 k=0 =0 k=0
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
= b N ExpR) () + D 0N bikakben + Y binniben — > bikaskben)
k=0 =0 ke t=0 (=0 G erf=0
n—1 n—1 n—1
= > piMN(e*pm)( Z itbem + > bikdkm) — Y birpi () (e % pi) (v)
Jm=0 k=0 4,k=0
n—1 n—1
+> pi(A(2D bjkbkn + bjn)
=0 k=0
= S(\v).

Vérifions la relation (2.20)

n—1 n—1 n—1
/( > bipi (N (Expi) () + Y binpi (W) (= Y bempe()pm(v))m(dp)
j’k 0 '_ é,m:O
n—1
/ Z b]kpj Z bmépm 5*pé ) + Z bmnpm(y))m(d:u)
7,k=0 £,m=0 =
n—1
= > Z bjkarebem — Zbynanébzm - Z bjkGekbme — Zbﬂcankbmn)
jm=0 k=0 k=0
n—1 n—1

= - Z_: bjmp;(A)pm (V)

7,m=0

(Z 6jfb€m + Z b]kfskm) =2D ()‘v’/) .
£=0

13
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Vérifions la relation (2.21)

n—1 n—1
/( D bilexp)N(Expe) () + Y bjn((e % p)A) = (e %)) (1) — (A = )
J,k=0 j=0

n—1 n—1
x ( Z bempe (/J) (5 * pm) (V) + Z benpe (:u))m(d:u)
=0

£,m=0

n—1 n—1
+ [ bpil)xp)O) + 3 buai()
k=0

k=0
n—1
(S bn(e > (e *pm)(0) + 3 binl(e %20 (1) — (€% p0)(¥) — (it — v)))m(dp)
£,m=0 =0
n—1
= Y )W) ()
7,m=0
n—1 n—1 n—1 n—1
X(D " bikarebem + > brjaskbem + > bintnebem — > bkjGnkbmn — bim + bmg)
k,6=0 k,¢=0 =0 k=0
n—1 n—1
+ > (e pm)( Z bjnajebem + Z Dknekbem — > bmnGnkbin + bmn)
m=0 j.6=0 k(=0 k=0
n—1 n—1 n—1 n—1
Z(E *pj)( Z bikareben + Z binaneben — bjn + Z brjaben)
3=0 k,¢=0 =0 k,=0
n—1 n—1
- Z b]naﬂbﬁn + Z brnanben
j.0=0 ke 0=0
n—1
= Z (e * pj)(A)(€ * pm)( Z ebzm+z ik Okm — 2bjm)
7,m=0
n—1 —
+ Z (5 *pm)(y) (2 Z 5n€b€m - bmnénn + bmn)
m=0 =0
n—1 n—1
+ Z(a *p] Z b]kékn + b]nénn - bjn) + bnn - brm = 0.
=0 k=0

1/2
Ainsi, o1 (\,p) vérifie les conditions de la proposition 2.2, avec c=n et ¢ = ( (/) _%2 )

PREUVE DU THEOREME 2.3 (le cas f =4). —

Premiérement : Considérons ), comme une matrice complexe de taille 2n x 2n, notée C(Q,) et

prouvons que det C(Qy,) est proportionnel au carré de H1<j<k<n IAj — A/t On a

SO AR) DAL )
det C(Qy,) = det ! \
(Q ) < I(A],)\k) ST(A]a)‘k) 1<j,k<n

(M) ) ,
= det 7 B D by —p b\
<< P (M) 0<j<2n—1,1<k<n ( sO0%) J( ¢ )OéjSZn—l,lskgn

2
— det B (det( pi) i) ) ~ZdetB| [[ N-nlt

1<j<k<n

0§j§2n*171§k§n>
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ou ¢ est une constante non nulle (voir le chapitre 7 de [9]), telle que

det ( i (M%) PjO) ocjcon 1acnen =€ 11 A —Ml"

1<j<k<n

Deuxiemement : Vérifions les deux dernieres hypotheses (2.7) et (2.8) de la proposition 2.2. On a

[oonm@ = [ ( Y e )m(dxx

car D et I sont des fonctions antisymétriques. Donc I'intégrale (2.7) est bien un scalaire de valeur

2n—1

/S AA) m(dA) = > bjk/p] )pe(N)m(dN).

7,k=0
Or
2n—1 2n—1
> by [ B Nm@N) == 3 b [ 5 Nm(N)
J,k=0 J,k=0
d’on
Qn 1 m
/S (AA) m(dN) ;Objkak] IrBa— o =n
J

Prouvons que [ oy (A

) o4 (p,v)
étant automatique par symétrie)

m(dp) = o4 (A,v). Ceci équivaut aux trois relations (la quatrieme

/ (S (M) S () + DO ())m(dy) = S (Aw), (2.30)
/ (S (\pt) D() + DOWWS (vp))m(dp) = D (Aw), (2.31)
/ (IS (1) + S (N Ia))m(dp) = T(Aw). (2.32)

Vérifions la relation (2.30)

2n—1

/( Z b (A\)pr

7,k=0
2n—1

—/( Z b (N)py (1)

2n—1

£,m=0
2n—1

) D bunpp (1) (v))m(dp)

>~ bempe()pm (v))m(dp)

J,k=0 trm=0
2n—1 2n—1 2n—1

= > PiNpm@) Y bjgarben = Y bimpi(MNpm(v) =S (Awv).
Jym=0 k=0 Gim=0

Vérifions la relation (2.31)

2n—1 2n—1
- / (3 bty ok 3 Do (1) () (i)
7,k=0 £,m=0
2n—1 2n—1
=[O 0 0p) 3 b e
7,k=0 £,m=0
2n—1 2n—1 2n—1
= = > PiNPL W) Y bikarban = — Y bimpi(Npl,(v) = D (Av).
§,m=0 k=0 §,m=0
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Vérifions la relation (2.32)

2n—1 2n—1

[ banimt) 3 benilp)pm(w)m(dp)
J:k=0 £,m=0

2n—1 2n—1
+ [O iphwm ) 3 bepilplpn(v)m(dn)

J,k=0 £,m=0
2n—1 2n—1 2n—1

= > piMNpm@) Y bjgardban = > bimpi(Npm(v) = I (Av).

7,m=0 k,4=0 7,m=0

Ainsi, o4(\,p) vérifie les conditions de la proposition 2.2, avec ¢ =n et ¢ = 0.

3 Expressions des noyaux matriciels dans le cadre de la théorie des
polynémes orthogonaux

3.1 Introduction

Dans cette partie, nous poursuivons les calculs pour améliorer les expressions des noyaux matriciels
trouvées dans la deuxiéme partie, pour le cas ou la mesure m dans (2.1) possede une densité w,, sur
R, de la forme wy () = exp(—nV'(A)), o V(A) est un polynome comme spécifié dans I'introduction
générale. De plus, pour famille de polynomes intervenant dans les théoremes 2.1, 2.2 et 2.3, nous
considérons les polynémes orthogonaux par rapport au poids exp(—nV (X)) pour le cas § = 4 et
exp(—2nV'(\)) pour le cas 8 = 1.

En fait, il s’agit plus précisément d’exprimer les noyaux matriciels essentiellemtn a 'aide du
noyau reproduisant de la théorie des polynomes orthogonaux. Cela permet une utilisation efficace
de Papproche par les polynomes orthogonaux dans le cas des matrices aléatoires gaussiennes et des
matrices aléatoires a loi unitairement invariant, car on peut alors utiliser les formules asymptotiques
pour les polynomes orthogonaux (voir [2], [5] et [10]).

On rappelle que des formules générales (utilisant la théorie des opérateurs intégraux) ont déja
été obtenues par H. Widom dans [14]. Ici cependant, grace a 'hypothese tres particuliére sur la densité
du poids wy, (I'aspect polynémial de V' est déterminant et il se concrétise dans les lemmes 3.1 et 3.6),
nous obtenons des formules trés proches de celles connues pour les ensembles gaussiens.

Cependant, pour cela il faut légerement modifier la définition du noyau matriciel pour le cas
B =4 et insérer la densité de la mesure m dans I'expression du noyau matriciel.

Premierement : le cas g = 1.

Soient (7 (X)) ey les polynomes orthogonaux sur R associés au poids exp(—2nV(A)). Ils vérifient
/ e (A) 7 (M) e 2VNAN = 8y Som, symbole de Kronecker.
R

Notons
be(N) =m(Ne ™V, reN,

le systeme de fonctions orthonormales de .2 (R,C) correspondant et introduisons les noyaux reproduisants

n—1
K, = Y 401, (3.1)

7=0
n—1

k, = ZTF]‘ Qmj.
7=0
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Alors, avec les notations ci-dessus, on a

Proposition 3.1 (le cas B =1, n pair). — Définissons les coefficients
1 . .
aji = /R (exvj)ibp et cjr = 3 /R (Wiw —vpp) =2n (V' (J) e (G — k), jheN,  (3.2)

ol % désigne la convolution usuelle dans 12 (R,C), / désigne la dérivation et J est la matrice (de
Jacobi) infinie de lopérateur de multiplication par la variable A de L2 (R,C) dans la base (1 (A))gen-
La matrice A = (aji)o<jk<n—1 est alors antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bj)o<jk<n—1 SON
inverse. Posons

n—1
Suhp) = Sp(A) = D bt (A)(e * v (),

J,k=0

n—1
D,(A\p) = — Z bjxth; (M) r(p),

k=0
n—1
L) = > bin(ex 1) (N) (e % r) (1)
k=0
et Jn(Ap) = In(Ap) — (A — p). On définit le noyau matriciel
Sn(Apt) - Dn(Ap) )
on1 (A u) = .
0= (00 S
Alors les densités des probabilités marginales (2.2) de (1.2) sont données par

(n — k)
!

!
PO, ) = Qdet (001 (ApAg))1<pg<ks k€ {1,....n}

n

et en particulier, pour k = n,

n 1
pg )()\1, ceAn) = n! Qdet (op1 (Ap.Ag))1<p,g<n-

De plus, on a les relations

Sn(Ap) = —(eu*Dn) (Ap),
o (Ap) = (ex*Sn) (Ap) +e(X—p).
Proposition 3.2 (le cas B =1, n impair). — Avec les notations ci-dessus, définissons
ay = ap s jke{0,...n—1}
et al, = —a, = /Rz,bj()\)dA si je{0,...m—1} (3.3)
et a, = 0.
La matrice A = (a;k)ogj,kgn est alors antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bji)o<jk<n SON

inverse. Posons

n—1 n—1
Suhp) = SEA) =Y bithi(N (e *v) (1) + > binthi(N),
7=0

k=0
n—1
Dn()\a,u> = - Z b]kwj()‘)wk(:u‘)a
4,k=0
n—1 n—1
LiAp) = D biklex )MV (ex ) (1) + > bjnl(ex b)) — (€% 1) (1)
J,k=0 =0
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et Jp(Ap) = Ln(A,pu) —e(X — p). On définit le noyau matriciel

_ ( Su(ip) Du(Ap)
Onl (/\,u) - < Jn(A,Z) Sg(Aaz) ) ‘

Alors les densités des probabilités marginales (2.2) de (1.2) sont données par

(n— k)

!
PP, ) = Qdet (01 (Ap:Ag))1<pgcks k€ {l,....n}

n!

et en particulier, pour k = n,

N 1
Pg )()\1, CAg) = n! Qdet (op1 (Ap:Aq))1<p,g<n-

PREUVE DES PROPOSITIONS 3.1 ET 3.2. — Prenons py (\) = 1 () dans les théoremes 2.1 et 2.2 et
remarquons que la preuve est indépendante de la parité de n et qu’il s’agit simplement de montrer que
nous pouvons insérer la densité du poids dans 'expression du noyau matriciel. D’apres (2.12), (2.15),
on a

k
n n—k)! .
P s M) = - ! Qdet (o O i<pask [[ VO,
! o
donc
B s M) = ((”‘W)Qdet( SOpAg) DA ) V)
k1 1y---5k n t]()\paAq) ST()\p,Aq) L <pa<h o 3

il suffit alors, par multilinéarité, de multiplier chaque ligne ( S(Ap:Ag) D(ApAg) )1 <<k PAT e~V (Ap)

D(Xp,2g)

T par e
S ()‘pa/\q) >1§p§k
théoreme 2.1 pour prendre la racine carrée.

—nV(Aq)

et chaque colonne ( et d’appliquer le raisonnement de la preuve du

Deuxiémement : le cas § = 4.

Soient (7¢ (A)) ey les polynomes orthogonaux sur R associés au poids exp(—nV (A)). lls vérifient

/ 70 (A) T (A) e VAN = 6,
R

Notons

beN) = (N e, e,

le systéme de fonctions orthonormales de L2 (R,C) correspondant et introduisons les noyaux reproduisants

2n+d—1

Kopya = Y, %0,
=0

2n+d—1
koptd = Z T & ;.
Jj=0

Alors, avec les notations ci-dessus, on a
Proposition 3.3 (le cas B =4). — Définissons les coefficients

aj = % /R (Vg — W) = & (V! (), 2) (k) et ep = /R Giextn), kEN.  (34)
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La matrice A = (aji)o<jk<on—1 est alors antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjr)o<jk<on—1
son inverse. Posons

2n—1
j, k=0
85 ’ 2n—1
Dy(A\p) = —8—:(/\,#) == b\ (),
i, k=0
2n—1 !
() = > bigth (A ¥e(p).
§,k=0

On définit le noyau matriciel

Sp(Au)  Dp(Ap)
Ona (Ap) = < _fn()\,g) SZ(MZ) )

Alors les densités des probabilités marginales (2.2) de (1.2) sont données par

n—k)!
% Qdet (o4 (Ap,Ag))1<p<h, Kk €41,....n}

p;(cz)()\h---,)\k) =

et en particulier, pourk = n,

" 1
PV ) = 7 Qdet (Tna (Ap:Ag))1<p,g<n-

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.3. — Prenons py (\) = 7, () dans le théoréme 2.3. Remarquons
d’abord, que

1 ! /
aj = 5/}}@(%%%%)

1 n n —n
= 5/ <(7rj(7r/§c - §V’7rk) — (- §V’7Tj)7rk) e
R

= %/}R(Wﬂr;€ — 7r;-7rk) e V.

Puis, dans la définition des éléments du noyau matriciel o4 remplaons 7r;- par 7'['3- — 5V'm; et remarquons
que la preuve du théoreme 2.3. fonctionne toujours car

det ( mj(Ar)  75(A) )OSjSQn,LlSkSn =det ( mj(A\) (75 (M) = 5V ()i (M) )OS]'SQH*LlSkSn'

Enfin, il reste & montrer que nous pouvons insérer la densité du poids dans ’expression du noyau
matriciel. D’apres (2.18), on a, en procédant comme précédemment

k
n (n— k)2 SOpAg)  D(ApA) oV ()
@”@@wawz< det [ SQda) - DO, o2V (),
i n! I(Ap)\q) S ()‘pa>\q) 1<p,q<k p=1
Il suffit alors, par multilinéarité, de multiplier toutes les lignes par e~V (A)/2 ef toutes les colonnes
par e~V (Xa)/2,
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3.2 Lemmes préliminaires

Premierement: le cas = 1.

Lemme 3.1. —

Jj—1 Jj+d

71';- = Z 2ejpmy et w; = Z ¢k pour tout j €N
k=j—d,k>0 k=j—d,k>0
Lemme 3.2. —
k+d
Ojr = Z ajece;  pour tous j,k €N
t=k—d,£>0

Lemme 3.3. —

/R % (\v) Ky (v,n) — Ky (Av) % (u,u)) dv

_ (%—ljj (Ap) — % ()\,,u)) exp (—n (V- (A) +V (n)))

Lemme 3.4. —
0K,

oA

0K,

(M) + on

()‘nu) = Qp (Aau)

avec
n+d—1 n—1 n+d—1 n—1

an=— D D> i@+ Y, Y ety @y

j=n k=j—d k=n j=k—d

Lemme 3.5. —
n (V' () Ky (\p) =V (1) Ky (Ap)) = B (Ap)

avec
n+d—1 n—1 n+d—1 n—1
Bo= > > cpthi®Up+ Y D cipth @y
j=n k=j—d k=n j=k—d

Deuxiémement : le cas § = 4.

Lemme 3.6. —

j—1 Jj+d
7T;- = — Z 2a,m et w; = — Z a;jx  pour tout j €N
k=j—d,k>0 k=j—d,k>0
Lemme 3.7. —
k+d
Ojk = Z cjeagr,  pour tous j,k €N
l=k—d, >0

Lemme 3.8. —

ov ov

_ <ak§72+d (M) — % (/\,,u)> exp (*g VN+V (H)))

0K, 0K,
/ ( It (3 ) Konva (vat) — Komsa <A,u>ﬂ<u,u>> dv
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Lemme 3.9. —

8K2n+d 6K2n+d
Thntd () p) + =2 () = a (A
o\ (Ap) + o (A ) = an (Ap)
avec
on+2d—1 2n+d—1 2n+2d—12n+d—1
an= Y>> api®@vr— Y. > apli @y
j=2n+d k=j—d k=2n+d j=k—d
Lemme 3.10. — n
2 (V/ ()\) Kopta (/\v,u‘) -V (M) Kopta ()‘nu)) = B ()\:M)
avec
2n+2d—1 2n+d—1 2n+2d—12n+d—1
Bo== > > apt;®@ur— Y. Y. ajpd; @i
j=2n+d k=j—d k=2n+d j=k—d
Lemme 3.11. —
(ep * Kontd) (Ap) + (ex * Kanya) (Ap) = v (Ap)
avec
Yo = (exx(eprxan))
2n+2d—12n+d—1 2n+2d—12n+d—1
= > D aplerv) @) D Y apleriy) @ (e Xy
j=2n+d k=j—d k=2n+d j=k—d

3.3 Preuves des lemmes préliminaires

On ne traite que le cas § = 1. Le cas § = 4 s’en déduit, en échangeant les roles des coefficients
aji et cji, et en remplacant V' par V/2.

PREUVE DU LEMME 3.1. — Comme le coefficient c; (3.2) est antisymétrique en j et k , on peut

supposer j > k. Alors
1
Cjk = 5/775-7%6_2”‘/ car /wjﬂllge_znv =0

puisque les (m;),oy sont des polynémes orthogonaux et que deg(m;) = j > deg(m,) = k — 1. Une
intégration par parties donne alors
1

Cik = —5/77']'(71';6 —o2nV'm)e 2™ (car liiggﬂ'ge_”v =0)

= n/V’WjﬂkeQ"V =n (V, (‘]))jk X X{~d,...,d} (J—k),

olt X{_g,..ay désigne la fonction indicatrice de I'ensemble {—d,...,d}. 773- est un polyndéme de degré
j — 1, qui peut s’écrire sous la forme

Jj—1

! i 4 / —2nV
T = Z’)’jkﬂ'k et par orthogonalité ;i = /Trjwke "= 2cj,
k=0

ce qui donne la premiere relation du lemme 3.1. De méme ¢ = (7 — 2nV’ m;)e~™ peut s’écrire sous

J
la forme
j+d

W= vkt
k=0
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et par orthogonalité
Vik = /%Zbk = /1/)]-1% (en intégrant par parties)
1 / / 1 / / —2nV
= 3 (Vb — y,) = 2 (i — mjmg) e = Cjk-

ce qui donne la deuxieme relation du lemme 3.1.

PREUVE DU LEMME 3.2. — Comme (€ * 1/1]-)/ = 1;, une intégration par parties de d;; = [ 1j1; donne
grace au lemme 3.1

k+d k+d

5jk:—/(€*¢j)¢;¢:— > /5*% Yicke =Y, ajce

{=k—d (>0 {=k—d >0

PREUVE DU LEMME 3.3. — On a
0K, 0K,
(52 0 o) = o ) 52 ) )

-/ (%’“ O\ u)knw,u)—nV'<u>kn<A,u>kn<u,u>) VAV )42V () g,
1%

- / <k (Av) 8ak (1) — V" (V) ey (A ) Ko (,,,#)> o= (VOVHV () +2V (1)) g,
R 14

= (G 0 00 = i 00 G2 ) ) 0 R 2 g,
v 14

Or
Okp —2nV (v —2nV (v)
R (A\v) kp (v,p) e dy = g (A V)ky (v,u) e dv

et comme l'opérateur intégral de noyau k,, (v,u) e*Q”V(”) est le projecteur orthogonal sur le sous-espace

vectoriel engendré par (Wg)ée{o’m’n_l}, auquel appartient 7r§- pour j € {0,...,n— 1}, il vient

[ O ey = 3 0 ) = T ),

d’ou le résultat.

PREUVE DU LEMME 3.4. — D’apres le lemme 3.1, on a

n—1 j+d

Boam = S uwsm =S Y et | v
=0

=0 \k=j—d,k>0

n—1 k+d n+d—1 n—1
= > > et | e+ Y Y et Ne(w)
k=0 \j=k—d,j>0 k=n j=k—d
n+d—1 n—1
+ DD ate(NYi(p)
j=n k=j—d
0K,

= = 8,& (>‘7:U’) +ap (>‘7:U’) .
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PREUVE DU LEMME 3.5. — On a

nV' () i(A) = Z n (VI (J))jk Vi (A),

d’olt

nV' N\ K, (\p) =

n+d—1 n-—1

nV' (1) K, (M) + E Z crj R (N (1)

k=n j=k—d
n+d—1 n-—1

+ D et ()

j=n k=j—d
nV' (1) K (M) + Br (A1) .

3.4 Enoncés des théorémes 3.1, 3.2 et 3.3

Théoréme 3.1 (le cas § =1, n pair). — Posons, avec (3.2),

La matrice

est alors inversible. Soit

son inverse. Notons

n—1 n—d—1
gik = —Cjk + Z Cjt — Z CimSme | Lok

La matrice

n—1
Sik = Z Aj0CPE-

l=k—d

D = (Sjk)n—dgj,k-gn—l

-1
D™ = (tjk)n—dgj,kgn—1

{=n—d m=j—d

G = (gjk)n—dgj,kgn—1

est alors antisymétrique de taille d x d. Les élements du noyau matriciel

ont (Ap1) = ( Sy (M) D? (A1) )

In (M) Si ()
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s’expriment alors comme suit

0K,

Dy, (A,u)z—a—lf(k,u)Jan (M) — Gn (Ap)
avec

n—1

Gn(hp) = > girbi(Nn(p),
jk=n—d
n+d—1 n-—1

Hy(Ap) = >0 > eipti(MNw(p).
k=n j=k—d

On rappelle que K, (A\,p) est le noyau reproduisant (3.1) et que

Sn (>‘7/~L) = *(Eu * Dn) (>\7u) )
In (M) = (ex*Sn) (Ap) +e(A—p),
Srj; (/\7/“L) = Sp (/%)‘) .

Théoréme 3.2 (le cas § =1, n impair). — Posons, avec (3.2) et (3.3),

S,k_{zgz_lcl—dajfcék+a;’ncnk si 7€{0,....n—1} et ke{n—d,...n},
k=

Z?:_kl_da;wc% si j=n e ke{n—d,...,n}.
La matrice
D= (Sjk)nfdgj,kgn

est alors inversible. Soit

D™ = (k) n—a<jhen
son inverse. Notons
n n—d—1
gjk = —Cjk + Z Cje — Z CimSme | Lok
E:n—d m:]—d

La matrice
G = (gjk)n—dgj,kgn
est alors antisymétrique de taille (d+ 1) x (d+1). Les éléments du noyau matriciel

o1 (M) = < I, ()\,Z) Sg (Avg) )

s’expriment alors comme suit

0K,

avec
n—1
Gn(Ap) = D gt (Nw(p),
J,k=n—d
n+d—1 n—1
Hy(Ap) = D> > epthi(Nn(p).
k=n j=k—d
De plus, on a
n—1 n—1
an(A) = Z (Cjn + gin) Vj(N)  avec cjn + gjn = — Z Cnoty;-
j:n—d l=n—d
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(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)



On rappelle que

Sn (Anu) = _(Eu * Dn) (AHU‘) + an(A)a
In(Ap) = (ex*Sn) (Ap) — (Exan)(p) —e(X—p).

Théoréme 3.3 (le cas  =4). — Posons, avec (3.4),

2n—1

Sjk = Z AjeCok-
t=j—d
La matrice
D = (Sjk)Qn—dgj,kg2n—1
est alors inversible. Soit
D™ = (tjk)gn—a<jh<on1

son inverse. Notons

2n—1 2n—1

gik=ajk— > |siet D Simbmp(Ope — $pe) | atk-

l=k—d m,p=2n—d
La matrice
G= (gjk)2n§j,k§2n+d—l
est alors antisymétrique de taille d x d. Les élements du nmoyau matriciel

(S, (A\p) Dy (A p)
ona (Ap) = ( I, (,\,5) Sy (MZ) )

n

s’expriment alors comme suit

0Ky,
D (\p) = =25 (Apt) + Hn () = G o)
avec
2n+d—1
Ga(A) = D gutbiNebe().
J3,k=2n

2n+2d—12n+d—1

Hy(p) = — D > apab(Nve(w).

k=2n+d j=k—d

On rappelle que

Sp(Ap) = —(euxDn) (\p),
Jn (M) = (ex*Sn) (Ap).

3.5 Commentaires

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Dans cette section, nous allons d’abord montrer que les formules données par les théoremes 3.1,
3.2 et 3.3 permettent de retrouver les formules connues dans le cas des matrices aléatoires gaussiennes,
telles qu'elles sont données aux chapitres 6 et 7 de [10]. Ensuite, nous discuterons des perspectives
d’applications de ces formules pour 1'étude des régimes asymptotiques des matrices aléatoires (1.1).
En particulier, le comportement des coefficients g;; (3.8), (3.15) et (3.23), lorsque n — 400, est
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déterminant. Cette discussion motivera la quatrieme partie de ce travail dans laquelle nous étudierons
précisément le comportement asymptotique de certaines grandeurs spectrales des matrices aléatoires
(1.1) dans le cas ou V est un polynoéme pair de degré quatre grace aux résultats de [2].

Premierement : le cas f = 1, n pair.

Afin de suivre les conventions du chapitre 6 de [10], nous supposerons que le poids exp(—nV' (X))
vaut ici exp(—%)@) (il n’y a pas de n devant V, mais comme ici V' est homogene, puisque c’est
un mondme, un simple changement de variables permet de passer d’une convention & l'autre). Les
polynomes orthogonaux sont les polynémes d’Hermite qui sont orthogonaux par rapport au poids
exp(—A?) (voir [12]). Dans ce cas, on peut calculer les coefficients a,, et cp, & partir de la relation

suivante
D p+1
%:¢%%ﬁ Pt (3.27)
Ainsi
p+1
Cpp+1 = —Cp+lp = — 5

les autres coefficients étant nuls. De plus, en multipliant par € % ¢, la relation (3.27) et en intégrant,

il vient
p p+1
—0pg = 9%ap—1 = 5 %aptls
—1 2
= “p ap—2,q — \/jép_lﬁq pour p >0, >0. (3.28)
p p

Remarquons que si p,q sont de méme parité, alors a,, = 0. Nous supposerons donc que p et ¢ sont de
parités distinctes et par antisymétrie que p < g. Ainsi, en itérant la formule (3.28), on a

/p p—2j—1
Apg = Ap—2,4 = H p—2j T 5. Op—20g-

Sip=2retq=2s+1 alors

ce qui donne la relation

. 1/2
p—27—1 27 —1
Apg = ————apq = , ao,
Pq H p— 2] ]:H1 2] q
et en itérant & nouveau la formule (3.28), il vient
1/2
s—1 . s .
p—2j—-1 2j
agg = —agq0 = — — a1 = — , a -
0,q 7,0 gl;[o p—2j 1,0 ]1;[1 25 + 1 1,0

De plus, d’apres (3.28), on a

al,O = 7\/57
donc 12
! —1)/2)!
o= () 2
(p/2)!
Sip=2r+1etqg=2s, alors

_ p=2 -1
apq—H ﬁal —0,
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car
a1 q=0.

Pour ce qui est du calcul de la matrice G (3.9), comme d = 1, celle-ci est nulle et il reste

Sn(/\,/.l) = Kn()\,/-l) - Cnfl,nwnfl(/\) (6*¢n)(/~j’)v

n
Cn—1n = — 57

avec

ce qui donne le résultat connu.

Deuxiemement : le cas § = 1, n impair.

Dans ce cas, la matrice G (3.16) est de taille 2 x 2, le calcul donne, d’apres (3.12),

— !/
Sp—1n—1 = Gp—1n—2Cn—2n—1 1 Ap—1nCnn—1;

Spn—1,n = Oa
Spn—1 = 0,
/
Snn = Qp pn—1Cn—1,n-
D’ou, d’apres (3.13),
/
D= Op—1,n—2Cn—2n—1 1 Qp—1,nCnn—1 0
= /
0 an,n—lcn*Ln

et

1
Df]_ _ tnfl,nfl 0 _ anfl,n72cn72,n71+a{n,1,ncn,n71 0
N 0 t a 0 —L1 ]
n,n 7

a’n,n—l Cn—1,n

De plus, d’apres (3.19), il vient

an(/\) = (Cnfl,n + gnfl,n)qybnfl()\)a

or, avec (3.15), on a
Cn—1n t 9n—1n = —Cnn—1tn—1,n—1
et
1

tn—l,n—l =, Car Qp-1p-2= 0
an—l,ncn»n—l

d’apres le calcul des coefficients ap,. Donc il reste

1
ap(A)=—F—Up 1(N) = ——U 1(A
V)= 1) = ()
De plus, comme n — 1 est pair, on vérifie que
A
(5*¢n—1)(A) = 0 d)n—l-

Enfin, par antisymétrie de G, on a

Gn(AaﬁL) = gnfl,nfldjnfl(/\)lbnfl(ﬂ) — 07

on retrouve le résultat connu. Ici encore, on peut calculer les coefficients a;-n. On rappelle que les
polynomes d’Hermite valent (voir [12])

1 li/2]
T Z; a
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ou [z] désigne la partie entiere du réel z. De plus

//\zp —,\2/2d/\ \/—( )
R

2pp'
ainsi, en supposant j = 2p pair, on a

: )" (2p)! 2% (2p — 20)!
nj /ij()‘)d \/sz (2p —20)!  (p— £)12v—¢
\/_ (22}) 2¢ m 4
C RV a5 () ()
eueny

2prp!

Pour terminer le cas 8 = 1, rajoutons que pour n — +00, on déduit des résultats précédents que

, 23/4 2
Anntp ™~ nl/4 et Anipntq ™~ n
pour n + p pair et n + ¢ impair et p < ¢, sinon les coefficients valent zéro.

Troisiemement : le cas § = 4.

Pour ce cas, le poids exp(—nV (\)) vaut exp(—2A?), les polynémes orthogonaux sont les polyndmes
d’Hermite, orthogonaux par rapport au poids exp(—2A2). Comme d = 1, la matrice G est nulle et il
reste, en adaptant ce qui est fait pour le cas 8 = 1,

Sn(Aa,u) = K2n+1(>\-,ﬂ) + a2n,2n+1¢2n(A) (5 * ¢2n+1)(#)a

avec

a2n2n+1 = V 2n + 17

ce qui donne le résultat connu.

Pour I'étude des régimes asymptotiques global et local, les résultats déja connus permettent de
conjecturer que seule la partie du noyau matriciel exprimée a 1’aide du noyau reproduisant compte. Ce
qui signifie que les termes faisant intervenir H,,(A\,u), G, (\u) et ay, () sont négligeables devant ceux
faisant intervenir le noyau reproduisant. Afin de préciser cette assertion, nous allons discuter de fagon
plus précise pour chacun des trois cas du comportement asymptotique des différents coefficients. Pour
cela, on extrapole le comportement des coefficients apparaissant dans le cas des matrices aléatoires
gaussiennes que nous avons calculer ci-dessus, bien sir, nous abandonnons la convention de [10] et
reprenons celle que nous utilisons. Afin de fixer les idées, nous discuterons du comportement des termes
au niveau de 1'élément S, (A,u) du noyau matriciel.

Premierement : le cas § = 1, n pair.

Dans ce cas, on sait (et ce pour des classes de polynomes orthogonaux plus générales que celles
considérées ici, voir par exemple [11]) que (3.2) cp4pnt+q = O(n), lorsque n — +o0, pour p,q fixés
dans Z. On conjecture que (3.2) apipniq = O(1/n) et on en déduit que les coefficients (3.5) sj;, de
la matrice (3.6) D sont O(1), ainsi (et ce n’est pas évident car on divise par det D) les coefficients
tjr, de (3.7) D! sont aussi O(1). Sous ces hypotheses, les expressions données par le théoréme 3.1
permettent de conclure que les coefficients (3.8) gji sont O(n). De plus, en supposant que les fonctions
orthonormales vérifient ||1/Jn+pHLOO(R) = 0(1) et ||6*¢n+p|\Lw(R) = O(1/y/n), on en déduit que les
termes (3.11) e x Hp (M) et (3.10) € % Gy (A,u) sont O(y/n) uniformément en A,u, alors que le noyau
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reproduisant K, (\,u) se comporte comme quelquechose d’ordre n, donc prédominant par rapport a

O(vn).

Deuxiémement : le cas § = 1, n impair.

Dans ce cas, on conjecture de plus que (3.3) a4, = O(1/y/n), ainsi, on en déduit que les
coefficients (3.12) sji de la matrice (3.13) D sont O(y/n) et que les coefficients ¢;5, de (3.14) D! sont
O(1/+/n). Sous ces hypotheses, les expressions données par le théoreme 3.2 permettent de conclure
que les coefficients (3.15) g;i sont O(n), si j,k < n et que gj, = —gn; = O(y/n). Ainsi, (3.19) an(A)
est O(y/n) uniformément en A et on conclut comme pour le cas n pair.

Troisiemement : le cas § = 4.

Ce cas se discute en utilisant le théoreme 3.3, comme le premier cas en échangeant le role des
coefficients aj, et cj; donnés en (3.4).

11 apparait dans la discussion ci-dessus, que 'estimation des éléments de D! pose le probleme
de la division par det D qui pourrait étre d’ordre inférieur par rapport a 'ordre que lui donne a priori
les estimations des éléments de D, ce qui rendrait caduque la discussion précédente. Dans la quatrieme
partie, ou nous étudions le cas particulier d'un polyndéme V pair de degré quatre, nous traitons ce
probléme en calculant explicitement les équivalents des différents coefficients en utilisant les résultats
de [2], ce qui permet de montrer que det D et donc les coefficients de D! sont effectivement de I'ordre
proposé dans la discussion ci-dessus. Les calculs sont longs en dépit de la parité et du faible degré
de V et il est clair que cette méthode est impraticable pour des polynémes V' plus généraux, malgré
Pexistence de formules asymptotiques pour les polynéomes orthogonaux correspondants (voir [5]). Ces
formules générales de [5] et la méthode qui permet de les établir, permet peut-étre d’envisager d’obtenir
seulement des estimations du type anipn+q = O(1/n) et a4, = O(1/y/n) pour par exemple le
cas = 1, et non des équivalents. Pour terminer cette section, nous proposons une piste éventuelle
(absolument rien n’est garanti), pour résoudre le probleme de la division par det D. En fait, det D peut
s’exprimer en fonction des constantes de normalisation de (1.2). Les expressions, dans les différents
cas, sont données ci-apres. Posons

Qrp(w) = / / IT 1% - Ml ey,
R™ 1 <j<k<r j=1

ol w est une fonction numérique positive d’une variable réelle.
Premiérement : le cas § = 1, n pair.

Posons n = 2m. On a
det D = det Adet C.

De plus, les constantes de normalisation de (1.2) s’expriment comme suit, avec la notation définie
ci-dessus,

_ 1 VO
Qm,4(e 2nV) = /‘”/det (7Tk—1(>‘j) 7Tl/c—1(>\j))1§j§m’1§k§2m He v J)d)‘ja
Yo Y2m—1 j=1
oil 7y est le coefficient dominant du k& — iéme polynome orthogonal 7 (\) = vAF + - -+ par rapport

—2nV'(X)

au poids e . Ainsi, d’apres I'appendice A.18 de [10], il vient

12m
Quma(e ™) = M Jdet C.
%0 Vo1
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Avec les mémes notations, on a

[[e " ™ax,
j=1

1
nV
Qnaile =—= ... |det (mp_1(\; -
’1( ) 70""}%—1/ /’ ( k l( J))1<_],k<_n

et om
Quile™)=—"" Vdet A,
Y0 In—1
Enfin, on a
_ p!
Q 72(6 27LV) — .
g (Y0 -+ 1p-1)?

En conclusion, on trouve

Qr 4 )Qnale™V) 2
detD:( 27(n/2)1Qp 2 (e=2"V) ) '

Deuxiemement : le cas § = 1, n impair.

Posons n = 2m — 1. De méme, on a

1om
Qmale™®) = = \/det C
Y0 Yn

et
1v/9n—1
Quife ™) = V2" /it A

Y0 Tn—1

Finalement, il vient

(1) (@usr 4 (™) Qua (™))’

)

(0 1) /D) Qa2 Q12 (o)

det D =

Troisiemement : le cas § = 4.

De méme, on a

Vv nl2m
Qnale )= ——Vdet A,
Y0 V2n—1

oil v est le coefficient dominant du k — iéme polynome orthogonal 7 (\) = xA* 4 --- par rapport
au poids e M), De plus, on a

Qona(e7™/?) = M\/det(]

Y0 Y2n—1
et (2 )'
n)!

QQ 2 ean S ——

ma(e ™) (V0 Y2n—1)?

En conclusion, on trouve

det D = (Q”A(env)an’l(enV/Q))Q |

22nn!Q2n72 (e—nV)

[’approche variationnelle (voir par exemple [4] et [7]) permet de donner le premier terme du
développement asymptotique d’une constante de normalisation pour 8 > 0 quelconque et pour des
fonctions V' plus générales que des fonctions polynémiales. Cependant, il faut des termes supplémentaires,
car cette technique montre que les constantes de normalisation se comportent comme e”2xc"”5t',
qui est insuffisant ici.

ce
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3.6 Preuves des théoremes 3.1, 3.2 et 3.3

PREUVE DU THEOREME 3.1. —
Premierement : Le calcul de la matrice AC. On a

n—1

(AC)Jk = Z Qa;eCek, j,k S {0, RN RS 1}.
=0

Par le lemme 3.2, il vient

djp st je{0,...,n—1},ke{0,....n —d—1},
?;kl_dajgc@k:sjk si j€{0,....n—1}ke{n—d,....;n—1}.

(AC)jk = {

Matriciellement, cela se traduit par

(.4 E
AC_<O D)

avec

D= (Smc)n_dge,kgn—1 et L= (Sék)ogegn—d—l,n—dgkgn—l .

Deuxiemement : Le calcul de (AC)™L. On sait que A et C sont inversibles d’apres la deuxiéme partie,
donc D Test aussi. Un calcul par blocs donne

1 ([ ILy—q —ED7YY\ 0 —ED™!
(4C) "( o pt )ThFt{g pr_y,

avec
D™ —Ig = (ta =), ey pen s>
dont les coefficients valent
n—1

tor, — Opp = Z (Oem — Sem)tmr, Gk €{n—d,....n —1}.

m=n—d

Ainsi
(AC) '=I,+(0 F)

n—1
F=( > (6£m_3€m)tmk) :
m=n—d 0<t<n—1n—d<k<n—1

Troisidmement : Le calcul de B = A~'. On utilise I'identité B = C' (AC) ™" et le résultat de la deuxiéme
étape. Il vient

avec

B=C+C(0 F)

et comme B — C est antisymétrique, cela donne

0 0
s=c+(y o)

avec G = (gjr) ., antisymétrique et

n—1 n—1
9jk = Z Cim ( (Ome — Smé)t€k> .
m V4

=0 =n—d
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uatriemement : Une simplification de I'expression des g, pour j,k € {n —d,....,n—1}. On a
j

n—1 n—1
gk = Y. Cm( > O Sme)tek>
¢

m=j—d =n—d
n—d—1 n—1
= Z Cim ( Z mé — Smu tfk) C]m(5m€ - Sm€>t€k
m=j—d {=n—d {,m=n—d
n—d—1 n—1 n—1
= ) cm (— > SmétEk) Z — Omk)
m=j—d {=n—d m=n—
n—1 n—d—1
= —Cjip+ Z Cjo — Z CimSme Lok
l=n—d m=j—d
Cinquiemement : Le calcul de D, (A\,u). On a
n—1
Dn(Ap) = = bipabi (N ()
j,k—O
= - Z Cgkq/)] Z gjk¢] )
J,k=0 j,k=n—d
Or
n—1
1 0K, 0K,
X et =~ [ (T ) 8 )~ 5 0 G ) )
k=0
1 [0k ok
- —[Zn _ I —n(V(A)+V (1))
5 (m (Ap) o (Mﬁ)) e :

d’apres le lemme 3.3. Donc

okn, Okn,
Do () = (

o ) — G <A,u>) VOV _ G, ().

Maintenant, on utilise les lemmes 3.4 et 3.5, pour obtenir une expression sous une forme similaire a
celle connue dans le cas des matrices aléatoires gaussiennes a loi orthogonalement invariante. Il vient

1 / 0k ok
- Ehn _Yhn —n(V(A)+V ()
(m (A,p) au (/\,u)) e
1 /0K, 1
= 3 (W (M) — > + 5 (nV' (A) =nV' (1)) Kn (M)
0K, 1
= T ()\M)+2an()\,ﬂ) 3 Br (A1)
0K,

d’apres les définitions de ay,, Gy, et Hy,. Ce qui donne le résultat.

PREUVE DU THEOREME 3.2. —
Premierement : Le calcul de AC. On a

(AC) ), = Z asec, gk €{0,...,n}.
=0
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Donc

n—1
(AC) 1, = Z ajeco + A cnk, J€{0,....n—1}k €{0,...,n}.
£=0
Par le lemme 3.2, il vient
(AC)., — dirp, si j€{0,....n—1},k€{0,....n—d—1},
ik Sik = Z?;kid ajecer + @pcn, s j €40, — 1}k €{n—d,....n}.
De plus
n—1
nk — ;Léﬂka Y 9 ;ln: )
(AC) @, ke {0 n—1}, et a 0
=0
donc

n—1 ;L ] o
(Ac)nk - /]R Z Ck[(ﬁg = { fR wk =0 si ke {07 s d ].}7

n—1 /
Pl Sk = D p—pq Gt Si k€{n—d,... n}.

([ I,4 E
AC‘( 0 D>

D = (Sek)n_dge,kgn et E= (Sék)ogegn—d—l,n—dgkgn-

Matriciellement, cela se traduit par

avec

Deuxiémement : Le calcul de (AC’)_l. Comme AC est inversible, D ’est aussi. Un calcul par blocs
donne . )
-1 ( In—q —ED™ _ 0 —ED~
(AC) - ( 0 D—l - In-f-l + 0 D71 _ Id—i—l ’

D'~ Iyy1 = (e — dex)

avec
n—d<k,<n’
qui, comme précédemment vaut

n

Lo — O = Z (6Em - Sﬂm)tmka f,k‘ € {n - da s ,TL}.

m=n—d

D’ol
(AC) ' =L+ (0 F)

n
F = < Z (5£m - s@mﬁmk) :
m=n—d 0<t<nn—d<k<n

Troisiemement : Le calcul de B = A1, On utilise I'identité B = C' (AC) ! et le résultat de la deuxiéme
étape. Il vient

avec

B=C+C(0 F),

et le méme argument que dans la preuve précédente donne

0 0
B=c+(y o)

avec G = (gjx) en oo, ANtiSymétrique et
n n
gjk = Z Cjm ( Z (Gme — Smé)t€k> :
m=0 f=n—d
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uatriemement : Une simplification de I'expression des g, pour j,k € {n —d,...,n}. On a
P p gik P J ) ;

n n
- 3 ( 5
{=n

(Ome — Smé)ték>

m=j—d —d
n—d—1 n n
= Cim Z (Ome — Sme)ter | + Z Cim(Ome — Sme)tek
m=j—d {=n—d £m=n—d
n—d—1 n n
= 2: Cim | — Smeter | + }: Cim(tmk — Omk)
m=j—d {=n—d m=n—d
n n—d—1
= —Cjk+ Z Cje — Z CimSme | tek-
l=n—d m=j—d

Cinquiemement : Le calcul de D,, (A,u). Il n’y a pas de différence avec le cas précédent, il vient

1 Ok, N
D00 = 5 (5 ) = G ) TRV — 6, (g
0

= — IZ” (M) + Hy (M) — G (A ) -

Sixiemement : Le calcul de ay,(A). On a

n—1

Om,(/\) = Zbknwk(/\)a
k=0

avec
n—1
bkn = —gnk — Cnk — — Z Cnetok-
{=n—d

PREUVE DU THEOREME 3.3. —
Premiérement : Le calcul de AC. On a

2n—1

(AC) ;= > ajecor, jk€{0,....2n—1}.
0=0

Par le lemme 3.7, il vient

(AC) 5 — S si je{0,...2n—d—1},ke€{0,....2n — 1},
gk e = s st je{2n—d,...2n— 1}k €{0,....2n — 1}.

Matriciellement, cela se traduit par
o IQn—d 0
AC = ( vt 0 ) ,

D= (Sék)andgz,anfl et F= (ka)2n7d§Z§2n71,0§k§2n7d71'

avec

Deuxiemement : Le calcul de (AC)_l. Comme AC est inversible, D 'est aussi. Un calcul par blocs

donne
21 Ip—a 0 0 0
(4c)™ = < -D'g D! ) =1+ ( -D'E D '-1, )
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avec

D™ —1; = (ter, — Oux).

2n—d<k,<2n—1"

qui, comme précédemment, vaut

2n—1
tow — Ok = Z tfm((smk - Smk)v Evk € {2n - da ceey2n — 1}
m=2n—d
D’olt
o 0
(o =+ ( ).
avec

m=2n—d

2n—1
F—< Z tﬂm(émk_smk')>

2n—d<<2n—1,0<k<2n-1

Troisitmement : Le calcul de B = A1, On utilise I'identité B = C' (AC) ! et le résultat de la deuxiéme

étape. Il vient
0
pceo(2).

0 2n—1 2n—1
(2) (£ o ()
= {=2n—d 0<j,k<2n-—1

m=2n—d

avec

Quatriemement : Le calcul de Dy, (A,u). Considérons la matrice infinie A = (a;i); ;o et définissons
une autre matrice infinie de méme type, comme suit

-~ (B0
(0 0)

qui nous permet de voir B comme une matrice infinie. Remarquons que pour la suite, tous les produits
matriciels écrits ont un sens, car ils ne font intervenir que des sommes finies. On a

I, ()\aﬂ) = ! (1/13 ()‘))jeN E (wk (:u))kEN ’
%WMMMNZ A (W ()
Or 521
Dy, ()‘uu) = 78)\871 (/\7/0 )
d’ou
Dy () = — '@ (\);en ‘“AB A (%1 (1)gen
= "W (N)jen ABA (¥ (1)) pen

car A est antisymétrique. On doit donc calculer AB A ce qui est préférable, car cette matrice aura
une forme proche de celle de A puisque A et B sont presque inverses 'une de 'autre. Et comme A
a une forme multidiagonale avec d diagonales de chaque coté de la diagonale principale, (ce qui n’est
pas le cas de C et donc de B) le calcul de D,, (A,u) sera proche de celui effectué dans le cas f =1 et
fournira directement une forme satisfaisante. On a

AB 0 Ion 0

i) =L o)=Ly o)
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avec
2n—1

H=| > apbu

k=j—d < j<2n4d—1,0<0<2n—1

D’ou, compte tenu de I'antisymétrie

I, 0 10 0 0 O
ABA= HY | A:<00>— 0 G o |,
0 0 0 O
avec
A= (ajk)ogj,k§2n+d—1 et G= (gjk)anj,k§2n+d—l )
ou
2n—1 2n-—1
gik=— Y D Gibumamk + ajp.
t=j—dm=k—d
Or
2n—1
bem = com + Z CfptPQ(éqm - 3qm)7
p,q=2n—d
d’ou
2n—1 2n-1 2n—1 2n-1 2n—1
9ik = Qjk — Z Z AjeComAmk — Z Z Z @jeCeptpg(Ogm — Sqm)@mi
{=j—dm=k—d {=j—d m=k—d p,q=2n—d
2n—1 2n—1 2n—1
= Gjk — Z Sjm@mk — Z Z Sjptpq(Ogm — Sqm) k-
m=k—d m=k—d p,q=2n—d

Les calculs pour conclure sont alors similaires & ceux du cas g = 1.

4 Application au cas du potentiel quartique

4.1 Introduction

Dans toute cette quatrieme partie, on considere le cas ot V' est un polynéme pair de degré quatre.
Pour le cas 8 = 4, on note

tAZ gt
V()\)ZT—FQT, avec ¢g>0 et t<O0,

et de plus, en posant we, = t2/4g, on suppose que wer > 2. Pour le cas 8 = 1, on note

o2 g

V(A) L T g avec g>0 et t<O0

et on suppose que we > 1. Cette convention, nous permet de considérer la famille de polyndémes
4
orthogonaux par rapport au poids exp (—n (% + %)) indépendemment de (. Dans ce cas, des

formules asymptotiques pour les fonctions orthonormales correspondantes sont données dans [2].
Ce sont ces formules que nous allons utiliser pour prouver quelques éléments du comportement
asymptotique des matrices aléatoires étudiées dans ce travail. Définissons d’abord les coefficients R;
par la relation de récurrence entre polynomes orthogonaux

Ami (A) = mjp (A) + Rjmj—1 (A).
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Puis, rappelons les résultats de [2] utiles pour nous.

Proposition 4.1 [2]. — Les formules asymptotiques pour les fonctions orthonormales ;(\) et les
coefficients R; sont prouvées pour n,j — +oo de facon que w = j/n vérifie les inégalités

N<w< We — 1,
pour un certain n > 0. Notons «’ = (j + %) /n et définissons le polynome

Uo (2) = 22 (M _w/g>

4

et considérons ses deux zéros strictement positifs

. —t — 2/W'g 1/2 . —t+ 2/W'g 1/2
n=zn)=(—"-"2 et 2=z =—""7T7T" .
g g
Pour une certaine constante C' > 0, on a
0< C\fn < z1 < 29.

Alors, il existe une constante C'(n) > 0, telle que

—t— (—1)7 /12 — 4wy

< G
2g

- n

R, —

De plus, pour tout § > 0, on a, uniformément en A dans un voisinage complexe de l'intervalle
(Zl + 5322 - 6)7

- %g (COS<(J";%) <sin22¢_¢> +#> +0(%)>,

¢ = arccosxT, X = arccosy

avec

et
gA i C2JWg—tx  —tgA? —t* +4u'g

T = , Y= =
2¢/w'g Y 2v/Wgxr —t 2:/w gg\?

SidA>2z+doul0< A<z — 9, alors

() = (17 20VA (_(j+%) (sinh2¢_¢>+m+0<n( 1 ))

\/sinhqbe P 2 2 4 L+ [A])
o 1—(2e)(A—z1) [J ]
= _ € 721 l z = 1 ) —
o= 5 [2] , [2} b, si j=2020+1,
avec

¢ =cosh™ |z|, x =cosh™|y|.
Uniformément en \ appartenant & voisinage complexe de Uintervalle (z; — d,2x + ), k = 1,2, on a

Uy = Z—g)’ (43 () +0 (1)),
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olt Ai(z) est la fonction d’Airy, ¢; (A) est une fonction analytique sur [z, — d,2; + 9] telle que, pour

(A=) 1F =0,
5| 2/3
oW = (5[ V@) k=12
K
()

ot z;7) = 2z, + O (1/n) est le zéro du polynéme Uj (2) le plus proche de z, avec

U, (2) = Uy (2) +% (% —l—gRj) .

Les facteurs constants sont donnés par

=52 (o))

4.2 Lemmes préliminaires

Premicerement : le cas § = 1.
Comime nous allons utiliser les formules asymptotiques pour j proche de n, nous supposons que w¢y > 1,
de plus, on définit le parametre
2 1
u= 2V €1]0,1].

—t v Wer
Lemme 4.1. — On a
mn
Gj-1 = VB (t+g(Rji1+Rj+Rjp)),
n
¢j-3 = 9V Rj2R;j1R;,

2
cir=0sik¢{j—17—3,j7+175+3} etcjr=—ck;. De plus, on a, pour p fixé dans Z et n — 400,
n
Cripnip—t = gVt (VIGut (=1)"VI—u) +0(1),
n
Cntpntp-3 = 4Vt (VI+tu—(-1)""V1i-—u)+0(1).

Lemme 4.2. — On a, pour n — 400,
, 11 (=l 1 1
ks = (—))A ((1 —uA T +u>1/4) #0(53m)
ot s est fixé dans Z, tel que n + s soit pair, sinon aéH_S’n = 0.
Lemme 4.3. — On a, pour s fixé dans Z et n — +o0,
[¢ntsll Loy = O(1)
et

le % Yntsll ooy = O(L/ /).
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Lemme 4.4. — On a, pour n — 400,

1 1 7r< V1+u sin(qg—p)v/2

V—t2m l+wucosv  sinwv/2

An+pn+q =

) V1—u cos(qp)v/2> do

ny/—t - 1+ucosv  cosv/2
1 (e () 1 1 (e (1)l 1
+n\/_t 2 ( O —I—u)1/2> LY R ) (T (W) ’

Ss=p St n+p estpairet s=q St n+q estpair

ot
et avec p,q fizés dans Z, de parité distinctes (sinon anipniq =0) .

Deuxieémement : le cas § = 4.
Dans ce cas, nous utilisons les formules asymptotiques pour j proche de 2n, nous supposons donc que

Wer > 2, ainsi
2 1 1
V9 _ € ]0,— [
—t Wer \ﬁ

u =

Lemme 4.5. — On a
n
i1 = —o VR (t+g(Rji1+ Bj+ Rjya)),

n
ajj-3 = —59V Rj_oR; 1Ry,

ajrb=0sik&{j—17—37+1j+3} etaj,=—ay;. De plus, on a, pour p firé dans Z et n — +00,

A2ntp2ntp-1 = _Z —2t <\/1+\/§U+(—1)2"+p \/1—\/§U>+0(1),
anipanir-s = 5V (V14 VB (2171 VEd) 0.

Lemme 4.6. — On a, pour s fixé dans Z et n — +o0,

12045l Loo ) = O(1)

et
& * Yantsll ooy = O(1/Vn).
Lemme 4.7. — On a, pour n — 400,
C2n+p,2n+q
1 1 /W 1++v2u sin(p — q)v/2 L (oq)m 1—v2u cos(q— p)v/2 d
= — - v
ny/—2t 27 1+ vV2ucosv sinv/2 14+ v2ucosv  cosv/2
1 (=1)nte (_1)([2”%“[2"%}) 1
—~ +
-2t 2 (1 —\/2u)1/2 (1 +v/2u)1/?
1 el
2t (1—2u?)V/4 n/3 )’
ot

s=p s 2n+p estpairet s=q si 2n+q est pair

et avec p,q firés dans Z, de parité distinctes (sinon capypontq =0) .
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4.3 Preuves des lemmes préliminaires

PREUVE DU LEMME 4.1. — On a

wg-()\):n<(t+g(Rj_1—i—Rj+Rj+1) mj—1 (A) + 9/ Rj—oRj_1Rjmj_3 ( )
et, d’apres le lemme 3.1,
™5 (A) = 2¢j5-1mj-1 (A) + 2¢5,j-3mj—3 () ,
d’ou

Cjj-1 = —\/ i (t+9g(Rj—1+ Rj + Rjt1)),

Cjj-3 = 59 Rj—2Rj—1 R;.

De plus, d’apres la proposition 4.1, on a,

Rj_—t—(—l)f'mw(l)’

d’olt

Ainsi

—t B . .
Cntpmtp—1 = g t+ (3—@((_1)%1: LSy (2 +p+1)>>

n |[—t u

= 2= Lo
2 2 \/1_ (_1)n+p 1 — 2 ( )

- 5J—_t\/H_u_(_1)n+p\/m+o(1)

= VA (VIFut ()" VI—u) +0 (1)

et

IS

4 —tu?
(1 otV u2) (1 — (1)t M))w +0(1)
_ ot (1 —(—pmtr ) \/1 D" /1w 10

n ((u*t? 2 \¥? nap—2 S\ /2
Cn+pn+p—3 = 5 (—> ( ) (1_ (_1) tp2 1 _u2>

2\/_u
= \/7 +0(1)
\/1 D" V1 —u?
= SV +0(1)

\/1—(——u—|—(_ VP /T —
— —\/_(\/l—l——u (—1)"PV1—u)+0(1).
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PREUVE DU LEMME 4.2. — Par définition, on a

Ugs = /R Unts (A) dA, (4.1)

en supposant n + s pair, sinon le coefficient vaut zéro par imparité de ¥,ts. De plus, a la limite
n — +00, on a

w=w(m+s)=1+0(1/n) et W' =uw'(n+s)=1+0(1/n).

Ainsi, posons

1 —t 4 (=1)F2 12
zk(n+s)—Zk+O<—>, avec Zk—< \/57) , k=12

n g

Alors, pour § > 0 convenablement fixé, le comportement asymptotique de t,,+s pour n — —+o0 sur
(0, 4+ 00) est déterminé dans les trois domaines

(0,Z1 — 5) U (ZQ + 0, + OO), (Zl — 0,21 + 5) U (Z2 — 6,29 + 5) et (Zl + 6,29 — (5)
par les résultats de la proposition 4.1. On découpe l'intégrale (4.1) en trois

a;L,n—{—s =1+ Is + I3,

avec
L = / Vs (A) dA,
(0,21 —0)U(Z2+0,+00)
I, = / Zﬁn-ﬁ-s (A) dA,
(21-6,2146)U(Z2—6,Z2+5)

I — / s (A) dA.
(Z1+46,Z2—0)

Nous allons étudier les contributions de ces différentes intégrales grace aux formules asymptotiques de
la proposition 4.1. Pour cela dans un premier temps, nous allons étudier ces formules asymptotiques.
Comme nous utiliserons cette étude pour les preuves des autres lemmes, nous étudions tout de suite
avec la précision qui sera nécéssaire.

(a) Etude de I;.
En fait, nous allons donner un majorant de

/ s (V)] dA
(0,Z1=8)U(Z2+6,+00)

qui montrera que I est négligeable par rapport aux autres intégrales. Les fonctions A — ¢ o z(\) et
A — x oy(A) sont décroissantes sur (0,21) et croissantes sur (zo, + 00), de plus

w W
0 < A<z — /5 <z<-160<¢<cosh /=T,
w w

22 < A<+ l<{r<t+ooe0< ¢ <400
et
0 < A<z x<y<-10<x <+,

w fw
79 < A<t 1<y< —C,T<:>0§X§C()Sh—1 _C/T’
w w

N
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done, pour A € (0,77 — ) U (Z2 + 9, + o0), on a ¢,x > C(6) > 0. Et, de plus

1 (sinh2¢
I'(g) = % (cosh2¢ —1) >0, pour ¢ > 0.
On a /i i
A —1)nTs 1
‘l/)n+5(>\)‘ = 2Cn+sm exXp <(n + 8)F(¢) + ( i X + 0] (m)) .
Comme )
A=0 (\/coshqi)) = O (exp(¢/2)) et sinh¢ ~ 3 exp(¢/2),
il vient
20,2 _o (exp(=¢/4)) et dr =0 (A7) sinhgdg = O (exp(4/2)) do
TH-S\/W p p 9
donc
s LA
mts Jsmh ¢ do

est borné sur (0,71 — ¢) et majoré sur (Z2 + 0, + co) par une fonction O (exp(¢/4)). De plus, il est

facile de voir que
1
o ——
o < (n(l + w)))

est aussi borné sur (0,21 —0) U (Z2 + 9, + 00). Le terme

exp ( (— 1in+s X)

est aussi borné sur (Z; + 0, + 00) (car x est borné sur cet intervalle) et majoré par une fonction
intégrable sur (0,21 — ¢). En effet, on a

x = cosh™! |y| = log <—y +Vy? — 1)

car —y < 1 dans le domaine considéré. Le probleme se pose pour A proche de zéro dans (0,77 — 9).

Or, on a
T+ uvw
y=——" <1
1+ux/u7:v

avec —1/ (ux/u?) <z < —1, donc il vient

x = —log (1 + ux/(?x) +O(1).

Ainsi

exp <(_1in+s X) —0 <(1 n u\/J:c)ﬂM) et dA=0 ((1 n u\/u7x>1/2> da,

d’on le résultat. En conclusion, on obtient

Z1—0
/0 Wntsl = O (exp (—(n + 9T (&(Z1 — 6)))

+oo
/ gl < O (exp (—(n + S)T(B(Z2 + 6))/2))

Zo+0
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(b) Etude de Is.
Par définition

I — / Unss (V) dA.
(21—5,Zl+5)U(ZQ—5,Z2+5)

On étudie les variables. On a

1
Up(z) = ~g*2%(2% — 23)(2* — 23) avec z, = z(j) et j=n+s,

4
d’on )
Ui() = 19°( = G§)(E = () - (),
ott 2 > 0 est le zéro (qui peut étre complexe) pertubé du zéro double de Uy(z) en 0, de plus

z((]nJrS) = O(n~1?) et z,(cnﬁ) = 7 + O(n71), en effet, si on voit U;(z) comme une fonction de 22,
alors, les racines sont simples et application du théoreme des fonctions implicites donne I'existence
des développements asymptotiques de ces racines. On a, avec  (k,k’) = (1,2) ou (2,1). Ainsi

A : : : 23
0N = @(—nk 59 <x2—<zé”>2><x2—<z,£”>2><x2—<z,8>>2>dw> ,

Ak ' 2/3
- ((—D’“ / oV <—1>k<x—z,8>>fj<x>dx> :

i) = S0V (- Dk a2 — () + )@~ ).

ou

Donc
. 1 . . 2/3
21N = (—1)F(A - 2 ( /0 VIGiGED + (- zfj’)y)dy) .

Comme f; est analytique sur un voisinage de (Zj — 0,Z), +0), ¢; est aussi analytique sur un voisinage
de (Zy — 0,721 + 9). De plus, il est facile de voir que

furs(@) = f(2) + O(n™")
uniformément en x appartenant & un voisinage de (Zy — 9,2y, + 9), ou
3

fl@) = Jom\/ (-1 + Z) (@ = Z) 2 e > 0,

sur ce voisinage. Donc
‘pn+s()‘) = (I)(A) + O(n_l)
uniformément en \ € (7 — 6,75 + 9), ol
2/3

1
200 = (1= 2 [ V(B4 (- Zowa)
De méme, on prouve facilement que
Pras(N) = @' (A) +O0(n71).

Le calcul donne

¥'(Z) = (-1)F ( /0 1 \/if(zk)dyf/g

2/3
- 1t (Bem/cRaz - )
X 1 . 5 2/3

= (-1 (59Zk 2Zk(zg—zl)> 20,
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Done @pys et @ sont des difféfomorphismes analytiques au voisinage de Zg. Et on a

Ports(p) =@ () +0(n 1)

uniformément en p appartenant & un voisinage de zéro. Ainsi, on a

Zy+5
o [P D (A. %H(A)HO(%))M,

V ‘Son—i—s

soit encore, la fonction d’Airy étant bornée sur I'axe réel et avec og = (2 — k) [2ES2
’ Yy 0 2 |
ornttogg ([ P N (1) 1
IQ = -1 g n \/g @n—}—s A d>\+0 <_> )
Zy—6 |()0n+s n
n+s(Zyp+0) —1 1
_ (71)00 nl/ﬁ\/ﬁ / ¢n+s(z> Ai(n2/3z)dz+0 (_)
onte(Ze=8) 310ty 0 0t (2] Phrs 0 P () g
D(Z),+96) p-1
_ (71)00 nl/G\/‘a / (Z) Ai ( 2/3 )dZ +0 ( > ’
2(z=8) /[P 0B 1(2)]0 0 1 (2) n

ot ®(Z, +6) # 0 du signe de £(—1)*. L’intégrale qui apparait est de la forme
a
/ g(z)Ai(sz)dz, avec a#0 et s— oo,
0

ou g est une fonction analytique sur un voisinage de Uintervalle (—|al,|a|), avec g(0) # 0. Or, d’apres
les propriétés de la fonction d’Airy fournit dans [1] et les résultats d’analyse asymptotique de [3], on a

/oag<z)Ai(sz>dz = lg(o)w(sl) nent

3
a : 24(0) 1 ;
/Og(Z)AI(SZ)dZ = gT"‘O(m)a si a<0.
Ici
g(0) = V" VIZe 2(=17*t
[V (Z0)|¥(Z) o227 (23 — Z3)
(‘t+<—1)’“2¢§>1/2 1 GG ARV R
Zy = = T
p P uy/
d’oi
B 1
220(Z3 = 73) VROV (D))t
Donc
Z146 21 (_1)["?] 1
/0 ¢n+s(>‘)d)‘ - 5\/—5\/5(—t)1/4(1 u)1/4+O<W>’
Za+6 11 1 1
/0 Unts (A)dA = gﬁﬁ(_t)1/4(1+u)l/4 +O<n5/6>’
0 11 (_1)[ 3] 1
L = e o)
0 2 1 1 1
e = S a0 ()



Ainsi

_ 1 ( )[ *] 1 1

(¢) Etude de Is.
On étudie les variables pour z € (z1,22). On a

2
t

Tpys(2) = %, avec W =1+ 0(1/n),

d’ot1, uniformément en z appartenant a un voisinage de (Z; + 0,722 — 9),
2
gz= +t
=X O(1 X(2) =
Tnts(z) = X(2) + O(1/n), avec X(z) NG
et
d-’En-i—s(Z) _ gz < 0.
dz w'g
Notons que
z = n<=r=—l<s=p=n<=1=—-71/2,
z = m=r=1<—=¢p=0<1=0.
On a 4 .
¢(x) = arccosz et (flgcx) = g <0 pour ze€(—1,1)
“ 2 dr 1
L(p)== sin 2¢ —¢) et dr' (¢) = —(cos2¢ —1) = —sin®¢p <0 pour ¢ € (0,7).
2 do 2
Les fonctions x,+s, ¢ et I' sont régulieres et inversibles sur les intervalles ouverts considérés, de plus
1 !/
z = — — Ve d¢ avec (= (l'opoxyys)(2).

sinI'=1(() /g1, 00 Lo T 1)(C)

tnialz) = 2V/w'g — txpis(2)
e 2w gxnys(z) —t

dynts 2 —4u'g Wer — W

/

d - 7 2= 3 >0
Tn+s (2\/00 9Tn+s — t) <\/u7$n+s — ,/wcr)
et uniformément en z appartenant a un voisinage de (71 + 9,22 — 9),
2,/ —tX(z)
=Y O(1 Y(2) = —F—=————2.
De plus
d 1
X (y) = arccosy  avec x() =— <0 pour ye(—1,1)
dy 1—y2
et
z = nn&=mr=—l<<=y=—1< x=m,
z = mi=mr=l—=y=1< x=0.
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Ainsi, avec

on a

Unis (2)dz
2Cn+s \/E

SN © Tnps (2)

4 n
2Cyenyf (ol 2610 T
sin'=1(¢)

oo (o ) TEE om0 LT DO (1))

L1 V! dc
sin'=1(¢) ﬁ(a:;is o¢p~tol'"1)(()

! 1
) (91/4\/?%)(—1 o o T )OI 1(0) © (E))
X (cos <<n+s—|— %) ¢+ T — (—1)"+S(ono¢1 ol 1) (C)) Lo <%>> o

D’ol, 'on déduit par intégration par parties, que

L= e =0 ().
(Z148,Z2—36) n

(d) En conclusion, on voit que seule I'intégrale I5 contribue & la partie principale de aﬁun 4 et
donne le résultat.

PREUVE DU LEMME 4.3. — Les preuves découlent de ’analyse des formules asymptotiques fait dans
la preuve du lemme 4.2.

PREUVE DU LEMME 4.4. — Par définition, on a

o= ([ ([ wwan- [Twwan)um).

Comme aj;, = 0, si j et k ont méme parité et que aj; est antisymétrique, on peut supposer que j est
pair et k est impair. Alors, comme la parité d’une fonction orthonormale est identique & celle de son
indice, on a

s([wwa- [Tuwa) = ([ wwas [ uwa)
= %/1%(#)01#

= /:1/}]‘ (1) dp,
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puis, A — fo ¥ (1) dp et X — 1y, (X) sont impaires, d’ou

o0 A
Aji = 2/0+ dA/O du”gbj (,u) ¢k ()\) . (4.2)

Nous cherchons I'équivalent de an4p n+q avec p,g deux entiers indépendants de n, et on suppose n + p
pair et n + ¢ impair. Compte tenu de la facon dont les formules asymptotiques sont données, on fixe
0 > 0 et nous emploierons la méthode suivante, qui consiste a découper en trois le support de (4.2)
pour cela, on commence par définir les bornes limites qui permetteront de définir les domaines ot nous
utiliserons les formules asymptotiques.

(a) On calcule I'équivalent de

Zo—0 A
I :/ d)\/ dpbnip (1) Yntq (A)

Z1+06 Z1+0

et on montre que l'expression de la partie principale (donc sans le reste o5 (1/n)) admet une limite
finie lorsque 6 — 0.
(b) On suit la méme procédure qu’en (a) pour

Z1+6 A Zo+0 A
I — (/ dA/ du+/ d/\/ du
Zo—6 Zo—6

Z2—|—5 Z1+6 Zo+6 Zo—0
o / dyi+ / ar d#) Yoty (1) g (V).
Z1+6 —6 Z1+6

(c) On montre que l'intégrale I3 correspondant a l'intégrale sur la partie restante du support
(non prise en compte dans les intégrales I1 et Iz) de (4.2) est négligeable devant les deux autres
intégrales I et Is.

(d) On peut alors conclure. En effet, les résultats de (a), (b) et (c) montrent que ay4pn+q admet
un équivalent, or, celui-ci ne dépend pas de §, on peut donc prendre la limite § — 0 dans la somme
des parties principales calculées en (a) et (b) pour obtenir une expression finale plus simple.

(a) Etude de I;.
On a

L =

Logontq(Z2—5) Togomn i pox,, | ,op~ Lol "1 (C)
I i< e
r r

°¢Oxn+q(zl +6) °¢O$n+p(zl +‘S)
2Cn+q (n + Q)

it 0 6 o T Qs T Q)

(oo (o ) o THOCIs 0o TOY o (1))

ZCn—‘rp w' (TL + p)

"3ty 0 6o T s T (e

(oo ((ops ) s 000 IO L (1))

ce qui donne

1 T0¢0trn+q(Z2—5) Togomn i pox,, | .06~ oI "1(C)
= d¢ d¢
7T\/_ Togoxy4q(Z1+9) Fogoxptp(Z1+9)
1 1 Y 1 1
cos<<n—|—q+—)C+7T+(Xo °¢ MO)—I—O
V(X TogloT-1)(()sin® T—1(() 2 4
1 1 — Yogplol'?
cos<(n—l—p+—>§—l—7r (Xo¥od™ o )(§)>+O
V(X 1o lol 1)(&)sin®T-1(¢) 2 4
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De plus,

FOQZ)O-TTH—S(ZI‘I'(S) = FO¢OX(Z1+5)+O(1/”’)’
Fogpoxpss(Za—0) = TopoX (Zy—09)+0O(1/n)
et
-1 w'(n+q) q—p 1
Zp = @t © Tnsg(Za) = w’(n+p)Zq_<1+ o *O(ﬁ Zo
d’olt
q—p 1
¢p = arccosZ, = arccos <<1 + o +0 (ﬁ)) cos (bq)

uniformément en ¢4, car ¢,
D’ou

1

o(=

n2

q — P cos g

2n  sin¢q

¢q_

)

prend ses valeurs dans un compact (dépendant de d) inclus dans (0,7).

pCcoso 1
£ = Loy = <¢q_ﬂsm¢j O( >>
_ R pcosF
B F<F © 2n sinI'~ ( )>
g—pcosT (), 1
= 6= 2n sinT—1(¢) o <E>
= (+ qz—np cosI'71(¢)sinT~ (%)
= (+ %q;psinﬂ*l(c) +0 (n )
Donc
;o 1 TopoX (Z2—68)+0(n~1) ac /C—i—l 972 5in 2T~ (¢)+O(n~2) at
b /9 Togo X (Z1+6)+0(n=1) TogoX (Z1+68)+O0(n—1)
1 1 w+<xoYo¢—lor—l><o) <1>
" <¢<X1o¢1or1><c>sm3rl<c> o ({0 y) e+ 1 o
1 1 7—(xoYogp ol 1)(¢) 1
8 <\/(X—1o¢—1oF—1)(§)sin3F_1(§) COS(<n+p+§>§+ 1 >+O<ﬁ>>'
L’intégrale est de la forme
, 1 LogoX (Zo—8)+0(n~") . C+1 L2 sin2r—1(¢)+0(n"2) .
' am\/g FogoX (Z1+6)+O0(n~1) C/ro¢o X(Z146)+0(n~1) :
< (O +ar©e 40 (1)) (m@em +n©e < +o (1)),
avec
1 . 1 T+ (xoYog¢tol 1) ()
w(¢) = V(X 1og=toT-1)(¢)sin® I-1(¢) P (Z ((q " 5) o 4 >) ’
) I o (-1 (o ) TEEEY 28 TN
N B B T T ( ' <<q+ 2> o 1 ’
1 . 1 w—(xoYoqﬁloFl)(&)))
b = -
N G r=u =y 7 b (l ((p - 2) o 1 ’
) 1 () oY omoT )
n©) - e ) i
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et ces quatre fonctions et leurs dérivées sont bornées dans le domaine considéré. On commence par
éliminer les termes en O (1/n). On a

LogoX (Zo—8)+0(n~1) ¢+O(n=1) 1 1 1
/ “f 0 (5)0 () -0 )
TogpoX (Z1+8)+0(n—1) TopoX (Z1+8)+0(n—1) n n n
car les intervalles sont bornés. Et, en intégrant par parties, on a
TogoX(Z2—8)+0(n~1) ¢+O0(n=1) ‘ 1
/ ax (c)/ o <1> d¢ | eV inCqe = 0 <—2> :
TogoX (Z148)+0(n—1) TogoX (Z148)+0(n—1) n n

Pour I'autre cas, en intégrant par parties I'intégrale par rapport a &, on a

TogoX (Za—38)+0(n~1) ¢+O(n™1) .
/ dco (l> / bi (€) e =D ineag
r n r

0o X (Z1+6)+0(n—1) 0o X (Z1+6)+0(n~1)

TogoX (Za—6)+O0(n~1) ¢+0(n~1) ) 1
<o(:)|f a|[ b (© e ag] =0 ().
N/ |/TogoX (Z1+6)+0(n1) TogoX (Z1+8)+0(n~1) n
D’ou
1 Togo X (Z2—38)+O0(n~1) C—i— 42P gin 2T~ 1 (¢)+0(n~2)
I, = d¢ d¢
47T\/§ TogoX (Z148)+0(n—1) TogoX (Z1+8)+0(n—1)

X (ao (€)™ + a1 (¢) e—i”C) (bo (€) ™ + by (€) e—mﬁ) i) <7;> .

Toujours en intégrant par parties, on a

TopoX (Za—8)+0(n~1) ¢+0(n™1) ) )
/ a | d€ap (¢) ™y (€) ™
TogoX (Z148)+0(n—1) TogoX (Z148)+0(n—1)

1
- o(5).
TogoX (Za—8)+0(n~1) C+L 92 sin2r~1(¢)+0(n"?)
“f
I F

dgag () by () e ™
0o X (Z1+6)+0(n—1) 0o X (Z1+6)+0(n—1)

B /Fo¢oX(ZQ 5) ag (() b1 () _Z%sinzrfl(c)dc +0 <i>
2 9
r

oo X (Z1+96) —in
FogoX(Z2—6)+0(n™") (+ I32 sin 20 ~H(()+0(n=2) ‘ :
/ ¢ déay (¢) e by (€) €™
TogpoX (Z1+6)+0(n=1) TogoX (Z1+6)+0(n~1)
_ /FofboX(ZQ %) al( ) ( ) z—sm2F 1(¢) dC—}—O ( > ’
Topo X (Z1+0) in
LogoX (Za—8)+0(n~1) ¢+O0(n=1h) ) ]
/ a | déay (¢) e b, (€)1
TogoX (Z148)+0(n—1) TogoX (Z148)+0(n—1)

- o)

Ainsi
1 PogoX(Z22-9) ;9=P g o1 4=p i op—1 1
_ t4=E sin ©) _ —i =2 sin 2T 1 (€) il
R 7 DN CTGETE a0 (€)1 (€)™ Jac+o ()
1 TogoX (Za—46) 1

211\/G Jrogox(zi4+6) (X~ o ¢t oT=1)(¢)sin® T—1(()
x sin ((p—q)<+ 1P or-1(g) - XY 0T °F_1>(<)) ¢+ 0 <%> |

2
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Repassons dans la variable v = T71(¢), d¢ = —sin® vdv, il vient
-1 $oX(Zz—0) 1
2m1\/G Jgox(z,+s) (X1 o¢™!)(v)sinv

XSin((P2Q) <Sin22v _v> +q;psin2v_ (X0Y02¢1)(v)>dv+0<%>

_ ¢’0X(Z2*5) -1
! L sin(q p, (xe¥os )(”)>dv+o<i>.
2mn\/G Jpox(z,+s) (XLo¢™1)(v)sinv 2 2 n2

On transforme les expressions de (X~to¢™1)(v) et (YoY 0o¢™!)(v). On a

R t)é = [ viTua

n o=

g
et
(x oY 0¢™1) (v) = arccos (%) = arccos (%) .
D’ou

/ -1 $oX(Z2-9) 1 . <q—p 1 (u—i—cosv ))d +O<1>
= sin v — —arccos | —————— v — .
! 2mny/ —t Jgox (z,+6) sinvy1+ucosv 2 2 14+ ucosv n?

Achevons de transformer I’expression, on a
. (q—p 1 u + cosv
sin v — —arccos | ———
2 2 14+ ucosv
) q—p 1 u + coswv
= sin v | cos | = arccos [ ———
2 2 1+ ucosv
qg—p . 1 U + cosv
— cos v | sin [ = arccos | ———— | | .
2 2 1+ wucosv

De plus,
1 U + cosv 1 U + cosv
cos | —arccos [ ———— = —
2 1+ wcosv 2 1+ucosv
B 14+u 1+ cosv
N 2 1+ucoso
1+u v
= \/7———cos3
14+ wucosv 2
et

. 1 u + cosv 1 U+ cosv
sin | — arccos | —— = —
2 1+wucosv 2 1+ucosv
1—u 1—cosv
2 1+ wucosv

1—u v
= \/7————sin.
14+ wucosv 2
En conclusion, on obtient

. .¢0X(z2—5)< Vitu sin(g-—pv/2 Vi-u COS(Q—p)v/2> dv+ 0 <i2>

L= —
' dmny/—t $oX(Z145) \1l+ucosv  sinv/2 1+wucosv  cosv/2
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(b) Pour calculer Iéquivalent de

Z1+6 A Zoa+46 A
L = (/ dA/ du+/ dA/ du
Zo—0 Zo—0

Z2+5 Z1+6 Zo+06 Zo—0
s [ / di+ / ar d#) Gty (1) tnsg (V).
Z1+8 -6 Z1+6

on est ramené aux équivalents suivants, dont certains ont déja été calculés,

]

Z+6 1 (_1)(2*’@[”; 1
nts (AN dN = — O k=12 et = D,q,
/Zka Vnts (A) \/ﬁ\/ﬁ(—t)l/4(1+(—1)ku)1/4+ <n5/6) avec 2 et s=pygq
Zo—0 1
/ Ynys (A)dA = O <> avec s =p,q
Z1—|—§ n
et

Zp+06 A
o= [ [ Aty () dua O avee k=12

Zp—0 Zp—0
Soit

Zi+0 A D 1
Jp = / d)\/ dp L‘”(Ai(nw%mq@)w()(—))
Zp—8 Zy—8 / n

|g0n+q(A)|

| Pt - (816220 +0 (1))

|S0;L—|—p (/.L

n n n (Z +6) n+pO :Ll (33)
_ (_1)(2—1:)([#]%—[%}) nl/3g /90 +a(Zk " /«p +P%Pntq a
Pn+q(Zr—9) Pn+p(ZK—9)

-1
X ( <1pn+q(ac) . Ai(n2/3z) +0 (1>)
VIt © Pt o(@) [y © @ity @) n

-1

n 1

X ?0 +(Y) - Ai(n??y) + 0 (—)
V0100 Prtp @Iy 0 Prtp(v) "

T ®(Z+6)+0(n~") 2+ +O(n"2)
= (e s [ da dy
®(Z,—8)+O0(n1) ®(Z—8)+0(n~1)

()
1() A(2/3
VP o & 1(y) | o &~

)
()

Prtp © Prtq(T) =T + T O(n™?).

1
<\/|<I)’oq) :E)(Clz’oq) Ain*’z) +0
)+ O

car

En effet, d’apres 'existence des développements asymptotiques des zéros de Up s, on a

onsslz) = B(z) + ~0,(x) + O (nl) ,

ce qui donne



d’olt

_ 1 _ 1
S0"4'1’0‘10n41rq(m) :I+ﬁ(9p*9q)oq) Hz)+0 <n2>

Cette intégrale se décompose en trois parties (différemment selon que & = 1 ou 2, on rappelle que
Onis(Zy £ 0) est du signe de +£(—1)F) et on ne note pas l'intégrande pour alléger les notations

Pn+tq (Z2+9) LPnerO‘P»,_LJqu (x) Pn+q (Z2+96) 0
/ dz dy = / dz / dy
ntq(Z2—0) ntp(Z2—0) 0 ntp(Z2—0)

ntq(Z2+0) PrtpOPy 4 o(T) 0 PrtpOPy 4o ()
+ / dx / dy + / dx / dy
0 0 Pntq(Z2—0) Pntp(Z2—96)

et
n+q(Z1+9) Wn+p°@;41-q(x) n+q(Z1+90) ‘Pn+p°‘Pn+q(I
/ dx dy = / dx/
n+q(Z1—9) on+p(Z1—0) 0
0 Sﬂn+p°¥’;-}-q(x) ¢ntq(Z1496) 0
+ / dx dy + / dx /
n+q(Z1-0) en+p(Z1—6) ontp(Z
Notons .
-
U(r) = z)

V] 0 o1 (2)]@’ 0 &1

D’apres la preuve du lemme 4.2, on a

n+q(Z2+0) 0
n1/3g/ ’ dx/ dy <\If(m)Ai(n2/3m) +0 <l>>
0 @ner(ZZ_‘S) n
x <\IJ(y)Ai(n2/3y) +0 (1>>
n

_ 11 1 o L
o n9 (—t)1/2(1 4 u)1/2 nd/3 |-

Pntq(Za+5) PrtpoPytq(T)
n1/3g/ ! dx/ T dy (\I!(x)Ai(nQ/?’J:) +0 <l>>
0 0 n

« <\Il(y)Ai(n2/3y) +0 (%))

IS TS
- n 36 (—t)1/2(1 + u)l/2 n4/3 )"

Pn+q(Z2+9) Pn+pOP 1 o(T) 1
/ dx/ dy (W(I)Ai(nz/gx) +0 <—>>
0 0 n
X <\Il(y)Ai(n2/3y) +0 <l>>
n
Pn+q(Z2+9) T ©n+q(Z2+9) x+0(1/n)
= / dx/ dy +/ d:):/ dy
0 0 0 x
X <\I'(x)Ai(n2/3z) +0 <l>) <\I’(y)Ai(n2/3y) +0 <l>> .
n n
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En effet, on a



Ainsi, comme sur [0, + 00) la fonction d’Airy est positive, il vient

/Own+q(Z2+6) " /:+0(1/n> ” <‘I, () Ai(n22) + O (%))
X <\I/(y)Ai(n2/3y) +0 (%))
— 0 (%) /OWH(ZM) <|\Il(a:)|Ai(n2/3:v)d:E 10 <%>) dz

1
= O(W)'

De plus, par symétrie, on a
Pn+q(Z2+9) T
/ ’ dx/ dy <\I/(:E)Ai(n2/3$) +0 <l>>
0 0 n
X (m(y)Ai(n2/3y) +0 <1>>
n
n+q(Z2+90)
- L (/ ' (‘Il(x)Ai(n2/3x) +0 <l>> d:L'>
2 0 n
1/ 1 w(0) 1))
=3 (mTW (a)) !
on déduit le résultat de la preuve du lemme 4.2.
Enfin, on a
0 a:—i—c(:) +0(n=2) 1
n1/3g/ dx/ dy (llf(x)Ai(nz/gx) +0 <—>>
©n+q(Z2—0) Ontp(Z2—0) n

x (\I/(y)Ai(nQ/gy) +0 (%))

L 00 (1
o9 (—t)1/2(1 4 u)l/2 n nt/3 )"

0 o4+ L O(n—2) 1
/ / dy <\IJ(J:)Ai(n2/3$) +0 <—>>
n+q (Pn+p(Z2 5) n
x (qf (n*3y) + 0O ( ))
0 :L‘+C(m) 1
-/ a [ y( (n?/3) +o<>>
&(Z2—6)+0(1/n) O(Z2—6)+0(1/n) n
X (\If(y)Ai(nQ/?’ )+ 0 ( )) (%)
0 a4 <)
= / da:/ dy —l—/ da:/ dy
®(Z—8)+0(1/n) ®(Zo—8)+0(1/n) ®(Z;—8)+0(1/n) x

< (\y(x)Ai(nW%) 1o <i>> <\Il(y)Ai(n2/3y) 10 (i)) +o (7112>

2

En effet, on a
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Dongc, on a

0 T
/ dx/ dy <\IJ($)Ai(n2/3$) +0 (l>>
®(Z2-8)+0(1/n) O(Z2—8)+0(1/n) n
x (\IJ(y)Ai(n2/3y) +0 <l)>
n
0

dx/ dy (lll(x)Ai(n2/3:E)\If(y)Ai(n2/3y))
®(Z2-8)+0(1/n)

0 T
/ \Il(ac)Ai(nQ/gac)dx/ 0 <l> dy
®(Z2—38)+0(1/n) D(Z2—8)+0(1/n) n

0 T
/ O <l> dx/ U (y)Ai(n*3y)dy + O <i2> .
®(Z2—38)+0(1/n) n ®(Z2—38)+0(1/n) n

/13(225)-!-0(1/")

Or, posons
Bla) = / Ai()dt,
0

d’apres [1], c’est une fonction bornée sur R. Ainsi, en intégrant par parties, il vient

0 T
/ Ai(n?3z) \IJ(:U)/ 0 <l> dy | dz
®(Z3—8)+0(1/n) D(Z2—8)+0(1/n) n
0
* 1
B(n*3z) (‘Il(:c)/ O (—) dy)]
®(Z:=6)+0(1/m)  \T ®(Z—8)+0(1/n)
10 @ 1 ’
_W/ B(n?/3z) \Il(a:)/ O(—) dy | dz
n?/ ®(Z2—8)+0(1/n) ®(Z2—8)+0(1/n) n

1
- O(nw)

/ W) AL )y
®(Z3—5)+0(1/n)

n2/3

de méme

1 x 1 *
— — |W(y)B(n?3 ——/ U (y)B(n*3y)d

n2/3[ (y)B(n y)}<1>(22—6)+0(1/n) n2/3 (Zs—8)+0(1/n) (y)B(n*?y)dy
1
- ()

uniformément en = € (®(Zy — d) + O(1/n),0), il vient

0 T
/ 0 <l> dac/ W(y)Ai(n?3y)dy
®(Z3—08)+0(1/n) n ®(Z2—38)+0(1/n)

1
= O(W)'

Et, par des arguments analogues, on montre que

[ a [ dy (V(@)Ai(n? )W () Ai(n*/ %))

®(Z2—86)+0(1/n) ®(Zy—8)+0(1/n)

- /O do /x dy (W(@)Ai(n*2) W (y)Ai(n?*y) ) + O (#) :

®(Za—0) ®(Zo—0)
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Donc, on obtient

0 T 1
/ d:c/ dy (lIl(:c)Ai(nz/gx) +0 <—>>
®(Z3—8)+0(1/n) ®(Z2—8)+0(1/n) n
Y (\p (n/3y) + 0 (1)>
n
0 T 1
= / dx/ dy <\IJ(a:)Ai(nz/gac)\IJ(y)Ai(nz/3 )) +O< 5/3>
P(Z2—9) P(Z2—9)
0 2 1
/ U(z)Ai(n?* z)dz | +O ( = 3>
®(Z2—5) /
1/ 1 2W(0) 1))? 1
-3 <WT+O<5)> +0< 5/3)
par symétrie et on est ainsi ramené au cas du lemme 4.2. De plus, on a
0 x—i—c(:f) 1
/ d:c/ dy <\I!(x)Ai(n2/3x) +0 (—))
®(Z3—8)+0(1/n) x n
1 1
W(y)Ai(n?/? = —
< (i +0 (1)) +o ()
c(x)

0 T+ =
|
®(Z2—-9) x

0(5) 1
PUEI <n5/s> /
c(x)

L 022_5> dz /x Y (¥(@)8i(n%2)) (W) Ai(n2/*y))

(
c(x)

0 T+
L
P(Z2-9) @

car, pour y entre z et = + c¢(x)/n, on a

DO | =

En effet,

dy (¥ (z))? Ai(n?32)Ai(n*3y) + O (%) ;

W(y) = W(z) + O <%> .

De plus, on a

n nl/3
= C—I)Al(nQ/g:L‘) +0 1

car

Ai <n2/3x+ %) — Ai(n?/32)
n

puisque, d’apres [1], on a, pour s — 400,



Ainsi, il vient

c(x)

Lo [ a(wwnia) (voaiodsy)
= ﬁ; (N<>>(<2“D<M+O<$Q

_ #%/;ZT&)C(@ (¥(x))” +O<n51/3>

d’apres [3], ce qui donne le résultat.
En conclusion, on a

On+q(Z2+9) PrtpOPnt (fr
n1/3g/ ! x/ o (qz(g;)Ai(n2/3x)+O <l>)
©n+q(Z2—0) ntp(Z2—0) n

(ommernao[l))

11 1 0(©) ,
= EZ( )1/2(1+u)1/2 n <n4/3>

De méme

X (\IJ(x)Ai(nQ/gx) +0 <%>> <\IJ(y)Ai(n2/3y) +0 (%))

11D o) |
; +0(m)

u 1/2 n n4/3

SonerO@;ziq (:L‘)
dz / dy
—0) n+p(Z1—0)

x <\Il(x)Ai(n2/3x) +0 <%>> <\Il(y)Ai(n2/3y) +0 <%>)
[

et

n+p n+q m q(Z +6) 0
(R sy [T g dy
0 @

ntp(Z1—0)

X <111(x)Ai(n2/3x) +0 (%)) (\IJ(y)Ai(nQ/?’y) +0 <%>)

= 55(_t§1/21_u)2/ +O(ni/3>

donc

il i n+q(Z1+6) n+p0%n ()
(_DGJHM])U3/¢”](M/WH¢” dy
Pn+q(Z1-9) Pntp(Z1—0)

x (‘P($)Ai(n2/3ﬂc +0 <%)) <‘If(y)Ai(n2/3y) +0 (%))

11 (== o) 1
: +0< )




Ainsi

11 (71)([T]+[TD 1 0 () 1
J1+J2—n4< ) ] + +— —I—O< >

et

(c) Nous allons montrer que le terme

Z1—6 A —+00 Z1—6
13:</ d)\/d;H-/ d/\/ dy
Z1—6 0
Zo+0 “+o0 A
/ ax / aut [ x| du) Gty (1) Pnsg (V)
Za+6 Za+6 Za+6

est négligeable par rapport aux autres termes évalués en (a) et(b). En effet, on a

Z1—6 A Z1—06 Z1—6
a duwn+p<u>¢n+q<»] < /0 sl /0 s
Z1—0 +oo Z1—0
[ sy (1) s <A>] < [ el [ Wl
Z1—0 0
—+00 21—5
< (C+/ |¢n+q|>/ Wt
Za+6 0
Zo+6 —+o0
[ e (1) <A>] < [ Wl <0
Zo+6 Zo+0
<

400 “+o0
/ nral / Wl
Za+6 Zio+6

Z1—0 400
/ [Ynts| et / [¥n+s]
0 Zo+6

sont exponentiellement décroissants lorsque n — +oc, on a le résultat.
(d) En conclusion, comme 'expression finale ne doit pas dépendre de J, on prend la limite &
0 —0.0na

[T ey g )
Za+6 Za+6

et comme d’apres le lemme 4.2

%iII(l)(ﬁOX(ngé) =0 et %irr(l)q&oX(Zlfé) =,
done, d’apres (a), (b) et (c),
1 1 /”( V1+u sin(qg—p)v/2 V1—u cos(qp)v/2>d
- v

Ontpntq = nn/—t 21 1+wucosv  sinwv/2 1+ucosv  cosv/2

1 1 (71)([%?“[”7“]) 1 1 (71)[%”] 1
+n\/—_t5( T (R +n\/——t<1—u2>1/4+0<m)’

si n -+ p pair et n + ¢ impair. D’otl, si n + p impair et n + ¢ pair, on a

11 /“( Vitu sin(g —pJv/2 Vi-u COS(q_p)”/Q> dv

Qa = —Qa = - -
nipnta mraentr T~ 2w l+wucosv  sinv/2 l+wucosv  cosv/2

1 1 (1)(["7”]%”7”]) 1 1 (_1)[”7”] 1
Fi( A—w? (1+u)? _nx/—_t(l—u2)1/4+O<W)'
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Donc

1 1/”( V1+u sin(g—pjv/2
0

Antpntq = n\/*_t% l+ucosv  sinv/2 -
1 (=pmte ((—1)(["7“’%[”7“]) 1 ) 1 (—1)”+”(—1)[n2+s]+0< .

nip V1—u cos(q—p)v/2> o

l4+wucosv  cosv/2

v i 2 A-wiZ  Tatxw)  ayd (- w)

avec
s=p si n+p estpairet s=¢q si n+4+q estpair.

PREUVE DES LEMMES 4.5, 4.6 ET 4.7. — Il suffit de remarquer que dans ce cas w(2n+s) = 2+0(1/n)
et w'(2n +s) =2+ O(1/n), et on utilise les preuves du cas # = 1. Finalement, on constate que cela
revient a changer n en 2n, ¢t en t/2 et u en V2u.

4.4 Calcul des éléments des matrices G

Comme V est un polynome pair de degré 4, le degré d de V'’ vaut 3, donc la matrice antisymétrique
G est de taille 3 x 3 ou 4 x 4, selon le cas. Nous allons donner une expression explicite des éléments de
cette matrice en fonction des coefficients aj, ¢j, et sj;. Remarquons immeédiatement que les coefficients
sjx sont nuls si j et k sont de parités distinctes.

Premierement : le cas § = 1, n pair.

Lemme 4.8. — On a
0 In—3n-—2 0
G = 9n—2,n—3 0 In—2,n—1 5
0 In—1,n—2 0
avec
o o Cn—3n—2 — Cn—3,n—65n—6,n—2 — Cn—3 n—4Sn—4,n—2
In—3n—-2 = —Gn—2n—3 = —Cp—3n—2 + )
1- An—2,n+1Cn+1,n—2
_ - Cn—1n—2 — Cn—1n—4Sn—4,n—2
gn—-1n—2 = —Gn-2n-1= Cn-1n-27+ .
1- an—2n+1Cn+1,n—2
PREUVE DU LEMME 4.8. — On rappelle la relation donnée par le lemme 3.2

Qjk—3Ck—3k + Qjk—1Ck—1k + Qjkt1Ck+ 1k + Qjkt3Ck43k = Ojks

ainsi
n—1 k+3
Sjk = E ajeCor, = Ojk — E ajeCok;-
l=k—3 {=n
On a
Sn—3,n—3 0 Sp—3,;n—1
D = 0 Sn—2,n—2 0
Sn—1,n—3 0 Spn—1,n—1
avec
Sn—3,n—-3 = 1— an—3,nCn,n—3,
Spn—1,n—3 = —Un—1,nCnn-3;
Sn—2,n—2 = 1-— n—2,n+1Cn+1,n—25
Sp—3n—1 = —An-3nCnn—1 — Apn—3n+2Cn+2,n—1,
Sn—1,n—1 = 1-— an—-1,nCn,n—1 — An—1n+2Cn4+2n—1,
d’ou

det D = 5n—2,n—2(Sn—?),n—SSn—l,n—l - Sn—l,n—Ssn—S,n—l)-
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En posant

= Sp—3n—3Sn—1,n—1 — Sn—1,n—35n—3,n—1,

on a
Sn—1,n—1 _ S5n—=3n—-1
L a (1) a
D" = (ton)p—s<tp<n—1 = 0 R 0
__Sn—1,n-3 0 Sn—3,n—3
a a
Explicitons «:
a = (1 - an73,ncn,n73)(1 — An—-1nCnn—1 — anfl,n+20n+2,n71)

_(an—l,ncn,n—B)(an—S,nCn,n—l + an—3,n+20n+2,n—l)
= 1- Gp—-3nCnn—3 — An—-1nCnn—-1 — On—-1n+2Cn+2n—1

+0n—3nCnn—30n—1n+2Cn+2,n—1 — Gn—1,nCnn—30n—3n+2Cn+2n—1-

D’ou
o Cn—3n—2 — Cn—3,n—65n—6,n—2 — Cn—3 n—4Sn—4,n—2
gn—3n—2 = —Cp—3n—2+ ,
Sn—2,n—2
Cn—1n—2 = Cn—1,n—4Sn—4n—2
gn—1n-2 = —Cp—1n—2*+
Sn—2,n—2
et
n—1
In—1n—-3 = § (Cn—l,é - Cn—l,TL—43n—4,€)tZ,n—3 =0
{=n—3

car, d’aprés le positionnement des zéros de D™Y, £ =n — 3 ou n — 1, donc cp—1,0=0c¢et s,_4,=0.

Deuxiémement : le cas § = 1, n impair.

Lemme 4.9. — On a
0 9n—3,n—2 0 9n—3,n
G = In—2n—3 0 In—2n—1 0
0 In—1,n—2 0 In—1,n ’
9In,n—3 0 Inn—1 0
avec
gn—2mn—-3 = —Cp—2p-3+ a((cn—Q,n—B - Cn—2,n—55n—5,n—3)Sn—l,n—l
_(Cn72,n71 - Cn72,n753n75,n71)Snfl,n73)a
In—-1n-2 = —Cp-1np-2-+ _((Cnfl,an - Cnfl,n745n74,nf2)5n,n
Y
*(Cn—l,n - Cn—l,n—43n—4,n)5n,n—2)a
1
Inn-3 = ~—Cnn-3 + E(cn,n—SSn—l,n—l - Cn,n—lsn—l,n—S)a
Inn—-1 = —Cpn-1 + a(cn,n—lsn—S,n—S - Cn,n—SSn—S,n—l)a
ot

/ /
(an_gyn - an—3,n) Cnn—3 + (an—l,n - an—l,n) Cnn—1 — Qn—-1,n+2Cn+2,n—1
/

1+
/
+ (an—l,n - anfl,n) Cnn—3An—3n+2Cn+2,n—1 — (an—S,n - anfg,n) Cnyn—30n—1,n+2Cn+2,n—1
et
Y = an,n+3cn+3,n(an—Q,n+1cn+1,n—2 - )

/
_an,n+1(Cn+1,n—2an—2,n+3cn+3,n + Cn+1,n)-
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PREUVE DU LEMME 4.9. — On rappelle que I'on dispose de la relation

/! ! ’ ’
@ k—3Ck—3k T @jk—1Ck—1k T @ 1 Cht 1k + @ py3Chrak = 0.
Compte tenu des propriétés de parité des coefficients, on trouve
/
Sn—3,n—3 = L+ (an—?),n - an—S,n) Cn,n—3;
/
Sn—1,n—3 = (a’n—l,n — an_l’n) Cn,n—3,

Sn—2,n—2 = 1— n—2,n+1Cn+1,n—2;
— !
Snn—2 = _an’n+1cn+1,n—2a

!/
Spn—3,n—1 — (an73,n - an—S,n) Cnn—1 — An—-3n+2Cn+2n—1,
/
Sp—1ln—1 = 1+ (an—l,n - an—l,n) Cnn—1 — An—1,n+2Cn+2,n—1,

Sn—2,n — —An—2n+1Cn+1,n — An—2n+3Cn+3,n;
!/ !
Snn = T Qp pt1Cn+1n — Ay p43Cn+3,n-
Donc
Sp—3,n—3 0 Spn—3,n—1 0
D — 0 Sn—2,n—2 0 Sn—2,n
= s
Sp—1,n—3 0 Sp—1,n—1 0
0 Sn,n—2 0 Sn,n
d’on
det D = a~,
avec
Sn—3,n—35n—1,n—1 — Sn—1,n—35n—3,n—1,
Y = S$n—2,n—28nn — Sn,n—25n—2,n-
De plus
/! !
o = (1 + (an_?,,n - an—S,n) Cn,n—3)(1 + (an—l,n - an—l,n) Cnn—1 — an—l,n+20n+2,n—1)
/! /!
_((anfl,n - an—l,n) Cn,n—3)((an73,n - an—3,n) Cnn—1 — an—3,n+20n+2,n—1)
/ /
= 1+ (an—3,n - an—S,n) Cnn—3 T+ (an—l,n - an—l,n) Cnn—1 — n—1,n+2Cn+2n—1
/ /
+ (anfl,n - an—lv”) Cn,;n—34n—3,n+2Cn+2,n—1 — (an73,n - an—S,n) Cnn—3An—1,n+2Cn+2,n—1
et
. 1 _ i !
Y o= ( an—2,n+lcn+l,n—2)( A n+16n+1n an,n+3cn+3,n)
!/
*(*an,n+lcn+1,n—2)(*an—Q,n-i-lCn—}—l,n - an—?,n+30n+3,n)
/
- an,n+3cn+3,n(an—Q,n—l—lCn—i—l,n—Q - 1)
/
_an7n+1(Cn+1,n—2an—2,n+3cn+3,n + Cn-i—l,n)-
Ainsi . .
n—1,n—1 _ Sn—3n—-1
@ SO « s 0 ,
0 n,n 0 _ Sn=2n
-1 _ _
D - (tgk)n—iige,kgn - ~ Sn—1,n—3 8 Sn—3,mn—3 O’Y
Oa _ Sn,n—-2 8 Sn—2,n—2
Y
D’ou
gn—2n-3 = —Cp—2p-3+ § (Cn—2,€ - Cn—2,n—55n—5,€) té,n—S
f=n—3,n—1

= —Chn—2n-3T E((Can,n73 - Can,n755n75,n73)Snfl,nfl

- (Cn—Z,n—l — Cn—2,n—55n—5,n—1 ) Sn—l,n—S) )
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In—1,n-3 — 0:

Inn-3 = —Cpn-3+ Z Cnfté,n—?)
l=n—3n—1

= —Chpn-3+t a(cn,nf?ysnfl,nfl - Cn,nflsnfl,nfS)a

gn—1pn-2 = —Cp—1p—2-+ E (Cnfl,é - Cn—l,n—43n74,€)tf,n72
{=n—2mn

1
= —Cp-1n-2+t ;((Cnfl,an - Cnfl,nf45nf4,n72)5n,n

- (Cn—l,n - cn—l,n—48n—4,n) Sn,n—Q) )

Inn—2 = 0
et
gnn—1 = —Cpn—1-t Z Cnfté,n—l
{=n—3n—1

= —Cpn-1 + a(cn,n—lsn—S,n—S - Cn,n—SSn—S,n—l)-

Troisiemement : le cas § = 4.
Lemme 4.10. — On a

0 92n,2n+1 0
G=1| 9nt+i2n 0 9on+12n4+2 |
0 9on+2,2n+1 0
avec
1
9on+1.2n+2 = A2n+12n+2 — 5(52n+1,2n—132n—3,2n—3 - 32n+1,2n—352n—3,2n—1)a2n—l,2n+2a
S2n,2n—202n—2,2n+1
92n2n+1 = QA2n2n+1 — s
1 —aon—22nt1C2n+1,2n—2
o
a = 1- a2n—3,2nC2n,2n—3 — A2n—1,2nC2n2n—1 — A2n—1,2n+2C2n+2,2n—1
+a2n—3,2nC2n,2n—302n—1,2n+2C2n+2,2n—1 — A2n—3,2n.C2n,2n—102n—1 2n+2C2n+2,2n—3-
PREUVE DU LEMME 4.10. — On rappelle la relation donnée par le lemme 3.7
@jj—3Cj=3k T Qj,j—1Cj—1k T @ j+1C+1k + @5 j+3Ci43k = Ojk,
ainsi
2n—1 Jj+3
Sjk = E ajecex = Ojk — 5 ajeCok-
=5j—3 0=2n
On trouve
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avec

Donc

Posons

D’ou

82n-3,2n—3 = 1 — Q2,3 ,2n.C2n,2n—3:
S2n—32n—1 = —A2n—-32nC2n,2n—1,
Son—29n—2 = 1 — @2n—2 2n4+1C2n+1,2n—2,

S2n—1,2n—3 = —aA2n—1,2nC2n2n—3 — A2n—1,2n+2C2n+2,2n—3;
S2n—1,2n—1 — 1- a2n—1,2nC2n,2n—1 — A2n—1,2n+2C2n+2,2n—1,
59n—3,2n—3 0 S9n—3,2n—1
D = 0 59n-2,2n—2 0
89n-1,2n—3 0 892n-1,2n—1

det D = S95,—2.9n—2 (82n—32n—352n—1,2n—1 — $2n—3,2n—152n—1,2n—3) -

S2n—3,2n—352n—1,2n—1 — $2n—3,2n—152n—1,2n—3

(1 — a2n—32ncon2n—3)(1 — G2n—12nC2n 2n—1 — Q2n—1,2n+2C2n+2,2n—1)
7(7a2n—3,2n02n,2n—1)(7a2n—1,2n02n,2n—3 - a2n—1,2n+262n+2,2n—3)

1 - 2n—3,2nC2n,2n—3 — A2n—1,2nC2n2n—1 — A2n—1,2n4+2C2n+2,2n—1

+a2n—3,2n62n,2n—3a2n—1,2n+262n+2,2n—1 — a2p—3,2nC2n,2n—142n—1,2n+2C2n+2,2n—3-

$2n—1,2n—1 0 _ 52n—-3,2n—1
1 a 1 «
D = (ték)Qn—i’)SE,kSQn—l = 0 52n—2,2n—2 0
_ S2n—1,2n—-3 0 $2n—3,2n—3
o o
9on+1,2n+2 = A2n+12n+2 — (32n—|—1,2n71 — Son+1,2n—3%2n—3,2n-3S2n-3,2n—1

et

+5on41,2n—3t2n—3.2n—1(1 — S2n—1,2n—1) — S2n+1,2n—12n—1,2n—352n—3.2n—1

+82n+1,2n71t2n71,2n71(1 - 52n71,2n71))a2n71,2n+2
1
= A2n+12n+2 — S2n+1,2n—142n—12n+2 — a(*52n+1,2n—352n—1,2n—152n—3,2n—1
—Son+1,2n—352n—3,2n—1(1 — S2n—1.2n—1) + S2n+1,2n—152n—1,2n—352n—3 2n—1
+82n+1,2n—132n—3,2n—3(1 - 32n—1,2n—1))a2n—1,2n+2
1

= Q2p+1,2n+2 — S2n+1,2n—142n—12n+2 — a(782n+1,2n—352n—3,2n—1

+52n41,2n—152n—-3,2n—3 + 52n4+1,2n—1(52n—1,2n—352n—3 2n—1

—892n—3,2n—352n—1,2n—1) ) A2n—1,2n+2

1
= Q2n+1,2n+2 — 5(32n+1,2n—152n—3,2n—3 - 52n+1,2n—332n—3,2n—1)a2n—1,2n+2a

9on2n+2 = 0

92n2n+1 = Q2n2n+1 — (32n,2n—2 + 52n,2n—2t2n—2,2n—2(1 - 52n—2,2n—2))a2n—2,2n+1
1 —sop—29n-2
= a2n2n+1 — | Son2n—2 + Son2n-—2 a2n—22n+1
S2n—2,2n—2
52n,2n—2
= Qp2n+1 — —— _@2p—22n+1-
$2n—2,2n—2
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4.5 Estimation des éléments des matrices G

Dans cette section, nous allons donner des estimations des coefficients g;; a l'aide des équivalents
des coefficients aj; et cj, donnés a la section 4.2 de cette partie et des expressions de ces coefficients
obtenues a la section 4.4. La difficulté provient du fait que ’on doit diviser par det D pour calculer
les coefficients .

Premiérement : le cas § = 1, n pair.

Il est facile de voir que pour ce cas les coefficients s;, apparaissant dans les expressions des
coefficients g5, sont O(1), d’apres les lemmes 4.1 et 4.4.

Lemme 4.11. — Pour jk € {n —3n —2n— 1}, on a

gix = O(n).

PREUVE DU LEMME 4.11. — Par le lemme 4.5, on voit qu’il suffit de prouver que 1 —a,—2 p41¢p41,n—2
est équivalent & une constante non nulle lorsque n — +oc. On utilise les lemmes 4.1 et 4.4. On a, avec

n—

e = (—l*=]

Corinz = VA (VIFu+VI—u)+0(1)

n u
N §HV1+u—¢1—u+O(1)'

De plus, on a

1 1 /”( V1+u sin3v/2 V1—u COS3U/2>dv
0

an—2n+1 = nv/—t 21 1+ucosv sinv/2 1+ ucosv cosv/2

T (o I R SO
nv—t2 \ (1 —u)¥/2 "~ (14 u)l/2 ny/—t (1 —u2)l/4 n4/3 )"

Or
1 [ V1—u cos3v/2 V1—u—+V1+u 1
— dv =
21 Jo 14 wucosv cosv/2 u 2V1+u
et
1 [ V1i+u sin3v/2d Vitu—+v1—u 1
— v = — .
27 Jy 1+ wucosv sinv/2 u 2v1—u
D’ou
1 Vita- VI u 1 1
Ap—2,n+1 = 2 - -
’ ny/ —t U 2V1—u  2v1+u
n 1 < 1 n 1 >+ 1 € +O( 1 >
nv—t\ 21—u 2y1+u nv/—t (1 —u2)1/4 n4/3
1 1 —v1-— 1 1
= 2\/ tu-Viou + 2 +O0(—F=)-
ny/—t U VI—u (1 —wu2)l/4 n4/3
Ainsi

1
l—ap_onyiCntin-—2= A(u,s) +0 <n1/'3> ’
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avec

B 1 U Vitu—+V1—-u 1 5
Alwe) = 15\/1+u—\/1—u<2 u wl—u+(1u2)l/4>

VI+u ﬁ Vi—u <\/11—u C(1- 22)1/4>

N — N~

U 1 € 0
-0 (VT tu—vi—u) <<1—u>1/4 B <1+u>1/4) g

car u €]0,1[, on obtient le résultat cherché. Afin de conforter nos hypotheses faites & la section 3.5
sur le comportement général de det D, nous allons donner I’'équivalent de «, bien qu’ici ce soit inutile
pour l'estimation des coefficients g;j. On rappelle que

a = 1- Gpn—-3nCnn—3 — An—-1nCnn—-1 — On—-1,n+2Cn+2n—1

+0n—3nCnn—30n—1n+2Cn+2,n—1 — An—1,nCnn—30n—3n+2Cn+2n—1-

On a
Cant = V= (VIFu+VI—u)+0(1),
s = Z\/_t(\/1+u—\/1—u) 0(1),
Cnt2n—-1 = %v —t(Vi+u—vV1—u)+0(1)
et
. L +0
Apn—1n = ,
b vt \VI—u (1—u?)l/4 n4/3
! L o
an—-3n — - — |,
> ny/—t T—u (1—u2)l/4 n4/3
_ 1 1 € 10 L
In-lnt2 = nv—t\ vi—-u (1—u?)l/4 nd/3 )’
B 1 1 € L0 1
In=smi2 = U= T—u (1—u2)l/4 n4/3
En effet,
/\/1+u+\/1—ud+ 1 -1 -1
an—1n = o v —
b ny/—t2m Jgy 1+wucosv nv—t 2 \(1—u)¥/2 (1 +u)l/?
T IOy
nyv/—t (1 —u2)/4 n/3
et
1 /7T 1 d 1
il v = ‘
2 Jo 14+ ucosv 2v/1 — 12
De plus,

1 1 /“( V1+tu sin3v/2+ V1i—u cos3v/2>d
v

fn=8n = ny/—t 21 14+ wucosv sinv/2 14 wucosv cosv/2
1 -1 1 1 1 € 1
s (o ) * s+ ()
1 1 € 1
Ve (‘m+<1u2>1/4>+0< 4/3>
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et

1 1 /”( V1+u SiIl3’U/2+ V1—u cos3v/2>d
v

an— = 5-
n—1,n+2 n\/?2w 1+wucosv sinv/2 14 wucosv cosv/2

nf 5 ((1 1u>1/2 "a +1u>1/2> i wl——ta —aa O <n41/3>
= ) o ()

Enfin
1 1/7r V14+u sinbv/2 V1—u cosbv/2 d
Ap— = — v
St ny/—t 2w 1+wucosv sinv/2 14 wucosv cosv/2
n 1 -1 -1 n 1 n 1 —€ L0 1
ny—t 2 \(1—uw)/2  (1+u)l/? ny/—t (1 —u2)l/4 nt/3 )’
or
1 (" 1-— ) 2 1 2 1 1 1 2 1
1 V1—u cosbv/ do — 2 L1y, LA N
21 Jo 14 ucosv cosv/2 V1+u u 2 I—u \ v u
et
1 /7r Vi+u smov/2 1 2 1 1 n 1 2 1+1
— dv = — - = —= —— - = .
21 Jo 1+ wucosv sinv/2 VIi—u\u? u 2 T+u\ v wu
D’ou
1 1 € L0 1
A = —
At \WVI—u  (1—u?)l/A n4/3
11 vient .
o = B(u,€) +O (m) )
avec
1 1 € 1 €
B - 1--(Vitu—vVi—a)|- -
(u,e) 4(\/ +u—+ U)< 1_u+(1 )1/4 Vi—u (1_u2)1/4>

4>.|~

i (VI = V=)’ (Vll——u T —22>1/4> (Vll—ﬁ e _;)1/4)
_%(\/1+u—\/1—u)2< 11_u+(1_22)1/4> <\/11__u—(1_22)1/4>

1Vitu—+v1—-u 1 1 €
= Yy . _Z(\/1+u+\/1_u)<\/lu+(1—u2)1/4>
_ _+l\/1+u eVvitu+vl—u

4T —u 4 (1—u)/A

IVi+u+vV1—u
ZO+UPM¢T_E<O+UYM—EQ—UFM>>O

Ce qui montre que dans ce cas det D ~ ¢ > 0, lorsque n — +o0.

Deuxiemement : le cas 8 = 1, n impair.

Il est facile de voir que pour ce cas les coefficients sj;, apparaissant dans les expressions des
coefficients gji sont O(y/n), d’aprés les lemmes 4.1, 4.2 et 4.4.

Lemme 4.12. — Pour jk € {n —3n —2n— 1}, on a
gjr = O(n)
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et pour j € {n—3n—2n—1}, ona

9jn = —Gnj = O(\/ﬁ)

PREUVE DU LEMME 4.12. — Par le lemme 4.6, on voit, en utilisant les lemmes 4.1,4.2 et 4.4, que

/
o = anfS,nCn,n—3(1_an—l,n+2cn+2,n—l)

+ay, 1 p(Cnn-1 + Cnn-3an-3nt2cnt2,n—1) + O(1)
et

!/
Y = an,n+3cn+3,n(an—27n+1cn+1,n—2 - ]-)
/
_an,n+1(Cn+1,n—2an—2,n+30n+3,n + Cn+1,n)-

On veut montrer que a et v se comporte comme c¢y/n, avec ¢ # 0. On commence par a. On a, avec
nfl]

e= (-l

~
[
[

—€ 1 1
Apn—-3 — \/% (*t)1/4 ((1 _ u)1/4 + (1 +u)1/4> +0 <W> ’
, 1 1 £ 1 1
an,nfl - \/% (—t)1/4 ((1 _ u)1/4 + (1 +u)1/4> +0 <W> .

De plus,
Cnn=3 = g\/jt\/l—}—ui\/l—u—i_()(l)’
Cnt2,n—1 = g\/__t\/1+ui\/1—u+0(1)’
fnn-1 = g\/jt¢1+ui¢1—u+o(l)'
Enfin,

1 2 € 1
n—1n+2 = ’I’L\/_( 1_'_“( +2>+ <E+1>+7(1—u2)1/4>+0<w>’
1 1 2 1 4 2
e nFt(m(?‘u 1)*@(‘@‘5”))
1 —€

o1
=i —wia TO\ s

En effet

1 1 /”( Vit+u sinbv/2  V1-wu COS5U/2>dv

An—3n+2 — nn/—2 21 1+ wucosv sinv/2 1+wucosv cosv/2

e L r— — 0
ny/—t2 \ (1 —u)/2 (14 u)l/2 ny/—t (1 —u2)/4 nd/3 )’

ainsi

_ 1 1 3_1_1 n 1 2 _ 1 —I—l
fn—8nt2 = ny—t \v1I—u\u?> u 2 Vitu \ u?
ol () (22 )
n 1+u u 2 I—u\ u? u
! L T ELENYOY (-
nyv—t2 \ (1 —u)l/2 "~ (14 u)/2 ny/—t (1 —u2)1/4 ni/3
1 ( 1 (4 2 ) 1 ( 4 2 )>
- 22 )y Sy
nv—t \V1—u \u?> u VidFu \ v u
— < oL
i/t (1 — u2)i/4 eVEN




Donc

a = n(—t)Y*A(ue) + O(n'/®),

avec

Alue) = 2\1/5 ((1 6u)1/4 e +1u)1/4> \/1+uﬁ\/1—u
—& u 2
i (oot ) (=)
g < — <Z+2) = (i“) +(1—22)1/4)
2\1/5 ((1 72)1/4 T +1u)1/4> \/l—l—uj—\/l —
1 £ 1 u 2
42 <(1 AT (1+u)1/4> VI+u—+1 —u)
(= E i) s (i) )
11 vient
Aug) = 2_—\/15 ((1 +u)t et —u)1/4) 3 4\1/§(1 +1u)1/4 <\/1 +uﬁ\/1 u>2

(e (B2 o (- 2) )
u 2

42 (1—u)'/ <\/1+u—\/1_u>

X(ﬁ(é‘%)*ﬁ(—%j%))

_q u? ((1 cu) (- u)1/4>

= £ <0,

2V2 VT—a? (VItu-vI—u)

S ™

car u €]0,1[, ce qui donne le résultat cherché. Pour ~, on a

a/ _ 1 1 € + 1 +O L

w3 T A (—) VA \ (1 —w) /A (1 + w)t/A nb/6 )’
1
75 )

i1 = \/12_n(—t1)1/4<<1__§)1/4+(1+1u)1/4>+0< )

De plus,
n u
c = —v—t +0(1),
e oVt A Tar v oW
n u
c o = —=y/—t +0(1),
n+1,n—2 2 \/1+u+\/17u ( )
n u
= —v—t o).
Cn-i—l,n 2 \/1+U— \/1 —u + ( )
Enfin,

1 —1 € 1
In=2ntl = (m e —u2>1/4> O (W) ’

1 1 —€ 1
In=2nts = ( T u2>1/4> O (W) '




Donc

7= Va(-)"*B(ug) +0(n'/%),

avec
Blug) = 23/5( AT —|—1u)1/4> Jl—i—ui\/l—u
2
23/5( 1 —u)l/4 (1+1u)1/4> (x/l—l—uj—\/lu)
(7= +<1 >1/4>
1 1 u
2\/5( 1— ) 7 (1—|—u)1/4> Vitu—vi-u
2
“sva o * o) (=)
" <¢1l—u lE __;)1/4)
11 vient

Blug) = 2[ ((1—|—u)1/4—6(1 )1/4)

v (i)
V20 4+ \VIiFu+vVI—u

1 —£€
* (\/1—u+ (1—u2)1/4)
- 1/4 o\ 1/4
_ 1 (1+w) e(l—u) <0,

2v2 V1 — 2

car u €]0,1[, on obtient le résultat cherché.

Troisiemement : le cas G = 4.

I1 est facile de voir que pour ce cas les coefficients s;, apparaissant dans les expressions des
coefficients gj;, sont O(1), d’apres les lemmes 4.1, 4.2 et 4.4.

Lemme 4.13. — Pour j,k € {2n2n+ 12n+ 2}, on a

gji = O(n).

PREUVE DU LEMME 4.13. — Par les lemmes 4.5 et 4.7, il est facile de voir que les coefficients s,
apparaissant dans les expressions des coeflicients g; sont O(1). Il suffit de prouver que

1 — agp—22n+1C2n+1,2n—2

et

a = 1- a2n—3,2nC2n,2n—3 — A2n—1,2nC2n2n—1 — A2n—1,2n+2C2n+2,2n—1

+a2p—3,2nCon 2n—302n—1,2n+2C2n+2,2n—1 — A2n—3 2nC2n,2n—102n—1 2n+2C2n+2,2n—3

sont équivalents & des constantes non nulles lorsque n — +o0co. On pose € = (—1)" et on commence
par
1- a2pn—2,2n+1C2n+1,2n—2-
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On a

n
A2n—22n+1 = —A2n+12n-2 = Zv -2 (\/1 +V2u + \/1 — \/§u) +0(1)

et
11 " V1i+V2u sin 3v/2 1 —+2u cos3v/2
Ontlin-2 = ﬁ%/o <1 +v2ucosv sinv/2 1+ \Rucosv cosv/2 ) dv
+ 1 l < -1 n 1 > _ 1 € ) <L>
nv=2t2 \ (1 —v2u)V/2 (1 ++/2u)V/2 nv/—=2t (1 — 2u?)1/4 n4/3
1 (2\/1—\/§u—\/1+\/§u+ L, e >+0(1>
—2t V2u 1—V2u (1 —2u?)/4 nd/3 )"
Ainsi
1 — a2n—22n+12n+1,2n—2 = A(u,e) + O (#) ;
avec

Aluge) = 1+i <\/1+\/§u+\/1—\/§u>

X<2\/1—\/§u—\/l+\/§u+ 1 n € >

V2u V1—v2u (1—2u?)t4
l\/l—i—\/iu—i—\/l—\/ﬁu( 1 . e )>0
4 (1—\/§u)1/4 (1—ﬁu)1/4 (1+\/§u)1/4 ’

car u €]0,1/4/2][, ce qui donne le résultat cherché. Pour a, on a
Qz-1on = V=2 (\/1+\/§u+ Vi- \/§u> +0(1),
Qz-son = V2 <\/1+\/§u Vi \/§u> +0(1),
a2p—12n4+2 = % —2t (\/1 +V2u — \/1 — \@U) + 0 (1)

et
1 1 10 1
Cn2n—1 — _—
2n2n=l ny/—2t \/1—\/§u 172u2 1/4 n4/3
1 —1 10 1
Con 2n— = 72
an2n =3 ny/—2t \/l—ﬁu 172u2 1/4 n4/3
1 —1 S, 1
Con n— = 2
2n+2,2n—1 n\/*Qt \/1 — \/_U 1 o 2u2 1/4 n4/'3
1 1 L0 1
Con n—3 — -
ant2an=s ny/—2t \/1—\/_u 1—2u2 1/4 n4/3
Ainsi
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avec

B(ug) =

i(\/lJr\/_u—\/l—\fu)( 11 +(1_2Eu2)1/4>
i( +fu+\/1—\fu>< 1_1\/§u+(1—2€u2)1/4>
(v <

2

1 _ €
Vo (1—2u2)1/d

+%<\/1+\/§u—\/1—\/§u>( : +(12€u2)1/4>
L e )_1_16<\/1+\/§u_\/1—\/§u>2

1—+2u (1—2u2)l/t

—1 € —1 €
x( 1—\/§u+(1_2u2 1/4)( 1 V2u (1—2u2)1/4>

= 1+%<\/1+\/§u—\/1—\/§u)#

1—+v2u
-1 €
<\/1+\/_u+\/1—\/_u>< — +(12u2)1/4>
1 1VI+V2u e V1+vV2u+V1—2u
it V1-—v2u T3 (1 —2u2)1/4
B 1\/l+\/_u+\/1—\/§u 14 - 1/
- T e ((1+ V2wt 4 (1 = Va1 >0,

car u €]0,1/v/2[, ce qui donne le résultat cherché.

4.6 Reésultats sur les régimes asymptotiques global et local

Dans cette section, nous donnons les résultats concernant le régime asymptotique les matrices
aléatoires étudiées dans cette partie. Commencons par rappeler quelques définitions. On note p,, (A\) =
(n)

Pig (M) la densité de probabilité marginale d’une valeur propre, la densité d’états p (\), si elle existe,
est définie par la limite

lim pp () = p ()

n—+0o00

et on appelle spectre, le support de la densité d’états p (A). L’étude de cette quantité releve de 1’étude
du régime global. Nous étudierons aussi deux quantités relatives au régime local, a savoir la statistique
locale des valeurs propres a 'intérieur et au bord du spectre. Ces quantités sont définies comme suit.
On rappelle d’abord que la probabilité R, (A) qu'un intervalle A ne contienne aucune valeur propre
est donnée par

n 1 Y4
Ro(a) =Y ev) /M Qdet (05 (pAg)) 1y ey i -
£=0 )

La statistique locale des valeurs propres a I'intérieur du spectre est alors définie comme la limite, si elle

existe, de R, (A), avec A = ()\0,/\0 + m>, ol \g est tel que p (Ag) # 0 et t est un réel positif fixé

et celle au bord du spectre comme la limite, si elle existe, de R, (A), avec A = (/\0 — —5mA0 + (’n+/3)’

oll Ag est un point du bord du spectre et s,t et ¢ sont des réels positifs fixés.
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Pour étudier ces trois quantités, nous utiliserons les formules des noyaux matriciels que nous
avons obtenues dans la troisieme partie. Ces formules comportent deux parties: une partie principale
qui fait intervenir le noyau reproduisant et une partie asymptotiquement négligeable qui fait intervenir
les éléments de la matrice G et quelques coefficients supplémentaires simples a estimer. Pour la partie
principale, faisant intervenir le noyau reproduisant, le travail est presque totalement réalisé dans [2],
il suffit juste de remarquer que I'on peut dériver et intégrer les formules asymptotiques. En effet, le
noyau reproduisant intervient pour des classes de matrices aléatoires unitairement invariante (le cas
B = 2) et le comportement asymptotique (universel) du noyau reproduisant est bien étudié dans ce
cadre: voir [11] et [5]. Pour la partie négligeable, nous avons fait le travail préparatoire nécessaire dans
les sections 4.2, 4.3 et 4.4 de cette partie.

Premierement : le cas g = 1.

Théoréme 4.1. — Considérons les matrices aléatoires a loi orthogonalement invariante (1.1), avec

V(A= % + 924, tel que g >0, t <0 et we, = t2/4g > 1, alors on a les résultats suivants.
(i) La densité d’états existe et vaut

p(N) = M\/max (0, (A2 — 72) (A2 — 73)),

1 1
—t—2 2 —t+2 2
7 = <\/§> et o= <\/§> .
g g

(ii) La statistique locale des valeurs propres a Uintérieur du spectre est donnée par

¢ +oo (_1)€ t t
lim R (Moot —— ) ) = | Qdet , dzy ... day,
n o (( Y. ()\0))) 2 /0 /oQ o 1T igpasedm o dae

avec

£=0
e B s(z—y) - (z—y) . _ sinmx
)= ( Vs (w)du—clz—y)  sa—y) ) oi s =

et ou t est un réel positif firé et Ny est tel que p(Ng) # 0, i.e.
Ao € (—ZQ, — Zl) U (Zl,Zg) .
Plus précisément, on a

et (00 (30 +

lim —— Ty Ta
e (npn (Ao))

Ao +
non (20)"" " npn (o)

)) = Qdet (7 (mpvxq))lgp,qék
1<p,q<k

uniformément pour (:Cp)1<p<k dans un compact de RF.
(iii) La statistique locale des valeurs propres au bord du spectre est donnée par

, s t ~ (=Dt t
lim R, ||Z;— Zj + = Z 7 /_ Qdet (61 (7p,7q)) 1< g o1 - - - day,

n—-+00 cjn2/3 ’ Cjn2/3 =0 : s —s
avec
b . . . .
o) = ey a(,y) oy (TY) ) L (g = A@AE) — AT(@)AIG)
o a(wy)du—c(z—y) a(zy) T -y
et ou s, t sont des réels positifs fixés et
¢; = (123 /92;.
Plus précisément, on a
lim éQdet on1 | Zj + Y SR = Qdet (01 (zp,xq))
n—+00 (Cjn2/3)k " J cjn2/3’ J cjn2/3 1<p.g<k Pr4/71<p,q<k

uniformément pour (l'p)1<p<k dans un compact de R¥.
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Deuxieémement : le cas 3 = 4.

Théoréme 4.2. — Considérons les matrices aléatoires a loi symplectiquement invariante (1.1), avec

_ A2 g\t — 42 , 5 ;
V(A >+ 9. tel que g >0, £ <0 et we, = 17/4g > 2, alors on a les résultats suivants.
(i) La densité d’états existe et vaut

p ) = 2 s (0.0 = 22) (2 23)).

avec

1 1
N —t 4229\ 2
a:<___i) et @:(_i_ﬁ>.
g g

(ii) La statistique locale des valeurs propres a lintérieur du spectre est donnée par

lim Ry ( Aoho+ — f(_l)g
im R, — =
n—-+o0 *0 " npn (M) i

t t
/ e / Qdet (74 (:L'p,l'q))1<p’q<g dxy ... dwy,
0 0 -

avec

B s2(z—vy)) —52(x—vy)) ol s (a) = sin mz
T4 (zy) = ( fOQ(Vy)s(u) du  s(2 ) ’ (@) T

(
et ou t est un réel positif fizé et Ao est tel que p(Ag) # 0, i.e.
Ao € (*ZQ, — Zl) U (Zl,ZQ) .
Plus précisément, on a

Tp Lq
A0 +
o0 (M) " 1pn (o)

1
lim — Qdet <an4 ()\o +

e (np” (/\0)) >>1Sp,q§k = Qdet (T4 (xp’xq))lﬁpﬂﬁk

uniformément pour (:cp)1<p<k dans un compact de R¥.
(iii) La statistique locale des valeurs propres au bord du spectre est donnée par

400 £t t
) s t (—1)
it Fon <<Zj - cjn2/3’Zj M Cjn2/3>> - ; 4 /_5 ) Qaet (B (@pTa)hrgpgze Ao dae
avec
0, () = a(z,y) “GEn ) (2.g) = DEAT (W) — AT (@)Ai(y)
7 o la(uy)du a(zy) )’ ’ -y

et ou s, t sont des réels positifs fixés et

¢j = (-1)\/29Z;.

Plus précisément, on a

1
lim — Qdet <(Tn4 (Zj + Zp Zj +

) = Qdet (04 (xp,x,))
n—+0oc (cjn2/3) Cjn2/3 Cjn2/3>)1§p,q§k P74/ )1<p,q<k

uniformément pour (xp), ., dans un compact de R¥.
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4.7 Preuves des résultats

PREUVE DU THEOREME 4.2. — Pour cette preuve, rappelons la forme du noyau matriciel

(5, (M) Dy (M)
On1 (Au) = < T (/\,Z) S;‘LF (/\aZ) > ’

Darp) = % O My ().
Sn ()‘a:u) = K, ()‘a:u) + (EH * Mn) (/\W) + an(/\)a
Jn(Ap) = (Exx Kyp) (Ap) —e(A— ) +exx (e x Mp) (A p) + (e % an)(A) — (e % an)(p),

M, (Ahu) =Gy ()‘nu) — Hy, (A-ﬂ)

est donc de la forme (en fait, ici d = 3) d’apres les lemmes 4.11 et 4.12

d—1
My, (Ap) = Z m%)?ﬁnﬂo (A) ntq (1), avec mg()z) =0 (n)
p,g=—d

et (en fait, lorsque n est pair a;, = 0)

—1
an()\) = Z bn+p,n¢n+p ()‘) y avec bn+p,n =0 (\/ﬁ) .

p=—d
(i) Montrons I'existence de la densité d’états. Les formules exprimant les densités de probabilité
marginale et le noyau matriciel donnent

’

1 1 1 1
n(A) = =5, (AN = —K, (A\A\) + — My) (AN + —ap (A
oo () = S0 (AN) = K (AN) + (6 Ma) A) + ()
d’apres le travail effectué dans [2] pour le noyau reproduisant, pour obtenir le résultat il suffit de
montrer que

1 1
lim — (e, *xM,)(AX) =0 et lim —a,(A)=0

n—-+oo n n—-+oo N

pour tout A € R. Or, compte des formules ci-dessus et du lemme 4.3, on a les estimations uniformes

suivantes
d
L (e M) O < D [ W OV % i) (0] = 011/ (13)
p,g=—d
et .
20 ()] £ 3 | vt sy (V] = U1/ (1.4)
p=—d

qui donnent le résultat.
(ii) Nous allons étudier le comportement asymptotique des trois quantités D,, (A,u), Sy, (A,u) et
JIn (A1) pour le régime local & U'intérieur du spectre. Soit Ao tel que p(Ag) # 0, posons =, = #(/\0)

et y, = #()\O). Montrons que

li 7571 A naA n) = —Y)
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d’apres ce que 'on sait du cas =2, on a

im —K,, (Ao +xp, Ao+ yn) =s(z—
”_’+00npn()\0) (0 0 y) ( y)

uniformément en (2,y) dans un compact de R2. Pour obtenir le résultat cherché, on doit montrer

lim ——— M,) (Mo + ZnoAo + Yn) = 0
nJToonpn(Ao)(g“* ) Qo tando + )

et
1

li ——an(A n) = 0.
n—1>I-iI-loo npn(Ao)a ( 0+m ) 0

ce qui découlent des estimations (4.3) et (4.4). Montrons que

1
lim —————=D, (Ao +zp,M0 +yn) = —5'(z — ).
W T o 2 (0 0t 4n) =~z —y)

D’apres les résultats de [2], on peut dériver les formules, il vient

-1 0K, ()\ n Ao+ ) -1 0K,
$na n =
(npn(0))? 0 " O () By

(>‘0 + ~’13n7>\0 + yn) 3

ainsi

. -1 0K,
lim

A nsA n) = —s'(z —y).
W g, (g g 0 om0t = e )

Dong, il suffit de voir que

1
lm ———— M, (Ao + 2n. o + yn) = 0,
n—too (pn(Ao))2 (%o 0+ Yn)

or, on voit facilement que

My (Ap) = O(n),

uniformément, ce qui donne le résultat. Montrons que
T—y
lim J, (Ao + Zn, Ao+ Yn) = / s(u)du —e(z — y).
n——+o0o 0
Pour cela, on utilise Pantisymétrie de J,(A,u) qui donne J,(A,A) = 0 pour tout A € R. On va étudier

la limite de
JIn (>\O + xn,A0 + yn) —Jn (AO + Yn Ao + yn) .

On a
1 A “+o0
et = ([ Kawar- [ K wm)
—o0 A
A 400
:/ K,(vp)dv — = K, (v,u)dv,

ainsi
(5)\ * Kn)(AO + A0 + yn) - (5)\ * Kn)(>\0 + Yn, Ao + yn)

Ao+zn Ao+yn
= / K, (v,Mo + yn)dv — / K, (v,\o + yn)dv

/AOWK( Ao + yn)d : /wK(AJr Lo+ —2—)d
= n\V, Yn)AV = ————~ n N — 0 )du,
Ao+yn ’ npn(Ao) y 0 npn (o) 0 npn (o)
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donc

lim ((5/\ * Kn)()‘o + mnaAO + yn) - (5)\ * Kn)(AO + ynaAO + yn))

n—-+o0o

_ /y s(u — y)du — /O"T_y s(u)du.

e(Xo +an — Ao — yn) =e(z — ).

De plus

Pour conclure, il reste a prouver que

lim () (g4 % My)(Xo + Ty Ao + Yn) — ex * (€4 % Mp) (Ao + YnsAo + Yn)) =0

n—-+o0o
et
nETw ((e*an) Ao+ xn) — (e*xan) (Ao +yn)) =0.
On a
lex * (€u*x Mp)(Ao + ZnsAo + Un) — ex * (€4 % M) (Ao + YnsAo + Un)|
d
< D |m| e x i (o + 20) = €% Uy (o + 90l € % nr) Co + 90)
p,q=—d
d
< Z O(\/ﬁ) |€*¢n+p (Ao + zn) —ExYnyp (Ao +yn)| = 0(1/\/5)
p,q=—d
car

|5*7l)n+p (AO + xn) - 5*¢n+p (AO + yn)|

Ao+xn 1
/ 77[)n+p =0 <) .
Ao+yn n

(e % om) (Ao + zn) — (£ % an) (Ao +yn)| = O(1/V/n),

De manieére similaire

ainsi, on a le résultat.
(iii) On constate donc que le noyau matriciel admet une limite avec une normalisation non
homogene. Cependant comme nous devons montrer que

T Tq

1
lim — Qdet <0n1 ()\o + b o+ )) = Qdet (71 (zp,24))
n=tee (npy (AO))k npn (o) npn (o) 1<p,q<k prdispask

uniformément pour (z,), <p<k dans un compact de RF, il suffit de voir que dans l’expression du
déterminant quaternionique les termes antidiagonaux sont toujours multipliés entre eux en nombres
égaux. Compte tenu de la formule algébrique qui définit le déterminant quaternionique Qdet (grs)1<rs<k,
il suffit de prouver que la propriété tient pour

1
Wﬂ(qplpquﬂw “ pypr )

(1] )
iDit+1 7 )
o1 Qoo
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alors

2
1 4
Tr(‘]plm Qpaps " - qpépl) = Z 21)52 o 'agel‘l'
51,..,80=1

Il faut prouver qu’il y a autant de termes ag;) que de termes agl) (i et j ne comptant pas) dans la somme
ci-dessus. Or une telle suite d’indices est formée de la fagon suivante (s152)(s283)(s384) - (s¢s1) ou
51828384 - - - 8¢ est une suite quelconque de 1 et de 2. Une récurrence assure alors du résultat. On prend
pour hypothese de récurrence: pour ¢ entier > 1, il y a autant de (12) que de (21). Pour ¢ = 1, pas
de tel couple, donc c¢’est vrai. Montrons que si I’hypothese de récurrence est vraie pour les entiers < /,
alors elle est vraie pour £+ 1. Considérons une suite de ¢+ 1 couples. Premier cas, si le dernier couple

est (11) ou (22) alors on a une suite de la forme

(1)--- (1)(A1) ou  (2:)---(-2)(22)

et on peut appliquer I’hypothese a la suite des ¢ premiers couples. Deuxiéme cas, si le dernier couple
est (12) ou (21) alors quitte a inverser les roles de 1 et 2, on peut prendre (21) alors on a une suite de
la forme

(1)---(-2)(21)
qui plus précisément est de la forme

(1)--- (1)(12)(22) - - (22)(21),

ou le nombre de (22) consécutifs devant le dernier couple (21) peut étre nul; on peut alors appliquer
I’hypothése a la suite notée

(1) (-1)
ci-dessus et on obtient le résultat.
(iv) Pour finir, on doit prouver que 'on peut passer & la limite dans

S
fin ((Am* end)
Lyq
E‘ / / Qdet <O’n1 </\0 + —F— ()\()) A + npn—()\o)>>1§p7q§£ dz...dzy,

€T T
/‘n‘-/ \ p A q
7 ( O om0’ °+npn<xo>>

est le noyau avec sa normalisation inhomogene et oti I'on dérive et integre par rapport aux z,. Posons

E:O

ou

Qdet <0n1 ()\0 + —

Ao )) dzq...dzy,
NPn ()\0) npn ()‘0) 1<p,q<t

si()gﬁgnetdén):0si€>n.Alors,

“+o0o
s N
R"((AO’A”npn(Ao))) 2 i

De plus, pour tout £ € N, on a
lim d( n = dy,

n—-+00o

ou

o
dy = 7 /0 .. /0 Qdet (Tl (xp’%))lgp,qge dzi...dzy.
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Enfin, comme la convergence

T Y
li n A ,A = 3
n_l)I_’I_l o 1< 0+npn(>\0) 0+npn(>\0)> 71 (2,y)

est uniforme sur (0,s)? et que les éléments de 71 ( ,y) sont des fonctions bornées sur (0,s), on en déduit
que les éléments de 0,1 <)\0 + npnw()\o),/\o + ( 3 )> sont bornés par une constante C' > 0. Ainsi, en
appliquant I'inégalité d’Hadamard, on 0bt1ent

Odet <EE <A0+ T 4T )) 2
npn (Ao) npn (M) )/ 1<pa<i

< (20C%)

d’olt

2\¢/2
< F (260 )
Le majorant est le terme général d’une série convergente, donc, en appliquant le théoreme de convergence
dominé, on obtient le résultat.

"

(v) Pour le comportement au bord du spectre, on procede comme précédemment. D’apres les
résultats de [2] sur le noyau reproduisant, on sait que

1 Y
lim ——-K, | Z; i+ —=|= .
1m ( + 2/37 + Cjn2/3> a(l‘,y)

n—00 C; n2/3

11 suffit donc de montrer que les termes complémentaires dans 1’expression du noyau matriciel sont
négligeables. En procédant comme ci-dessus, on trouve

1 1
oyt Ml =0 (s5)

1 1
gﬁﬁﬂ%*Mﬂwma—0<ﬁ%)

1 1
QMBW%MWMZO<EE>

Enfin, on a, uniformément en x et y,

et

y _ Y . y _ 1
Cjn2/3) — ek (eux M) (Z] * Cjn2/3’Z] * Cjn2/3>‘ =0 (n1/6>

T Y 1
(E*Oén) <Z + o n2/3> —(S*Oln) <Z]+—C]n2/3>‘ =0 (m) .

Ce qui donne le résulat cherché.

Zi +

ex* (e x Mpy) (Z + 2/3,

et

PREUVE DU THEOREME 4.3. — Pour le cas 3 = 4, la preuve est similaire a celle du cas 3 = 1.
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