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Résumé

Nous étudions un exemple significatif d’opérateur de Schrodinger discret en di-
mension 2, & potentiel de surface périodique. Nous démontrons que le spectre des
états de surface est absolument continu et que les fonctions propres généralisées corre-
spondantes sont & décroissance exponentielle en la variable transversale au support du
potentiel et qu’elles se comportent comme des fonctions de Floquet-Bloch en la vari-
able longitudinale. Nous donnons une description détaillée du spectre. C’est I'image
de l'intervalle [0, 1) par une fonction continue par morceaux, dite loi de dispersion des
valeurs propres. Ainsi, le spectre est la réunion d’un nombre fini d’intervalles disjoints,
séparés par des lacunes. Le nombre de bandes est égal a la période du potentiel. Nous
obtenons aussi une estimation des longueurs des lacunes en fonction des parametres
du probléme.
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1 Introduction et résultats

1.1 Les opérateurs de Schrodinger a potentiel de surface

Nous étudions un exemple d’opérateur de Schrédinger discret en dimension 2, a potentiel
“de surface”, i.e. porté par un sous-espace strict, en 'occurrence une droite, et périodique
dans ce sous-espace. On suppose que ce sous-espace est la droite définie par £ = 0 dans
une décomposition de I'espace

7P =7 xZ={X=(&z) |z €Z, €}
L’opérateur de Schrédinger, agissant dans Pespace €2(Z2), est donné par :
h=ho+W (1.1)
ou hg est le laplacien discret, i.e.
(hou)(§;2) =u(§ — L) +u(€+ L) +ullz—1)+ulz+1) (1.2)
et ot W est un “potentiel de surface”, i.e. un opérateur de multiplication par une suite

W(, x) = 0(§)w(x) (1.3)

0 sinon.

5(5):{1 si € =0,

Un tel potentiel W est concentré sur la droite {£ = 0} dans Z? et présente donc une forte
inhomogénéité spatiale.

Plus généralement, en dimension d > 2 quelconque, un opérateur de Schrodinger discret
a potentiel de surface est un opérateur

h=ho+W (1.1/)

agissant dans ¢2(Z%), ol hg est le laplacien discret donné par

(how)(X) = 3 u(Y) (1.2)
VS

et ou le potentiel W est porté par un sous-espace strict qu’on suppose défini par £ = 0
dans une décomposition de I'espace

28 =7"xZ" ={X = (£&,2) | £ €2, x € Z™},



avec v,m > 1. Autrement dit, W (X) = W (¢, z) = 6(§)w(z) comme en (1.3).

L’intéréet de I'étude de tels potentiels vient de la physique, notamment de la théorie
de propagation des ondes dans des milieux inhomogenes, par exemple, dans un milieu
stratifié ou dans un réseau cristallin présentant des défauts. Ce type d’étude a commencé
par la découverte, due & J.W.S. Rayleigh en 1887, des “ondes de surface” (voir [12, 13]).
Rayleigh a étudié le modele d’oscillation d’un demi-espace

R} ={(£2), €20, z € R?}

homogene, isotrope et élastique et a découvert deux types de modes propres : des “ondes
de volume” et des “ondes de surface”.

(i) Les “ondes de volume” sont des modes qui oscillent et dont 'amplitude ne décroit
a l'infini dans aucune des variables spatiales. Ces états ressemblent aux états propres
d’oscillations d’un corps élastique infini. Ils se comportent comme des ondes statiques en
la variable transversale &, dans la direction orthogonale a la “surface” &€ = 0, et comme
des ondes planes selon la variable longitudinale x, le long de la “surface”.

(ii) Les “ondes de surface” sont des modes dont amplitude décroit tres vite quand la
coordonnée transversale £ tend vers l'infini, i.e. & mesure que 'on s’éloigne de la surface.
Au contraire, ces oscillations se propagent comme des ondes planes le long de la “surface”,
i.e. en fonction de la coordonnée longitudinale x.

Ainsi, les oscillations de ce deuxieme type se trouvent localisées au voisinage du bord
du solide et elles se propagent le long de sa surface.

Le méme phénomene a été observé plus tard par des physiciens dans I’'étude des ondes
acoustiques, des ondes sismiques, etc.

Dans les années 40-50, I.M. Lifshits a étudié les “ondes de Rayleigh” dans les réseaux
cristallins. Il a été le premier a donner une formalisation mathématique de la notion
d’“onde surfacique”. Les modeles mathématiques correspondant aux effets de surface en
physique des solides se réduisent souvent a 1’étude du spectre et des fonctions propres
d’opérateurs différentiels ou aux différences finies a potentiels de surface au sens de la
définition que nous venons de donner. Il existe encore tres peu de résultats sur I'existence
et les propriétés des “ondes de surface”. On peut citer les résultats récents de Grinshpun
[8], de Pastur et Khoruzhenko [7], de Jaksi¢, Molchanov et Pastur [10], et de Jaksi¢ et
Molchanov [9].

1.2 Spectre surfacique et états de surface
Ce travail porte sur la résolution du probleme spectral pour 'opérateur h :
hu = FEu (1.4)

pour un choix particulier du potentiel W, cf. (1.6)-(1.6"). Nous nous intéressons surtout
aux solutions “surfaciques”, dont voici la définition :



Définition 1. Une solution non triviale ug de I'équation (1.4) est dite état de surface, ou
état surfacique, lorsqu’il existe un a > d tel que

sup (1+ |2[*) ™" Y Jug(§,2)* < oo (1.5)
TEL™ cezv

On appelle spectre de surface, ou spectre surfacique, ’ensemble
osut = {F € R | il existe un état surfacique upg}.

Dans les travaux cités ci-dessus le spectre de surface a la propriété de localisation
d’Anderson. Autrement dit, c’est un spectre purement ponctuel et dense. De plus, les
fonctions propres correspondantes sont exponentiellement localisées suivant toutes les di-
rections de 'espace considéré. Ces solutions sont appelées “états de surface completement
localisés” dans [7].

C’est pourquoi il nous a semblé intéressant de trouver a contrario des potentiels de
surface pour lesquels le spectre surfacique soit absolument continu et les états de surface
soient non localisés suivant les variables longitudinales.

1.3 L’opérateur de surface étudié

Ce travail s’inspire des résultats classiques de la théorie spectrale de 'opérateur de Schro-
dinger a potentiel périodique, notamment de la théorie de Floquet-Bloch en dimension
1. Dans le cas de potentiels de surface il n’y a pas encore de théorie complete pour les
potentiels qui sont périodiques dans le sous-espace qui les porte.

Le modele de potentiel de surface W que nous étudions ici est en dimension 2 et sa
restriction a son support £ = 0 est le potentiel de Mathieu, bien connu en physique et en
mathématiques. De fagon précise, le potentiel de surface W est défini par la suite w(x) :

w(z) = C + 2& cos(2mwz) (1.6)
pour une fréquence w rationnelle, i.e.

: (1.6")

w="
q
avec p et ¢ entiers > 0 premiers entre eux. On obtient ainsi un potentiel de surface
périodique de période gq.

L’intérét de cet exemple tient & la possibilité de décrire de fagon précise et détaillée
les états de surface. Il est remarquable que, pour cet opérateur & potentiel surfacique,
on retrouve exactement les mémes propriétés spectrales que pour 'opérateur de Mathieu
en dimension 1. On peut espérer que les résultats que nous obtenons donnent une bonne
image des propriétés spectrales que ’on peut attendre dans le cas d'un potentiel de surface
périodique général.

Une autre raison pour considérer un tel exemple tient au fait que les résultats de notre
travail peuvent présenter un intérét pour I’'étude du potentiel de surface quasi-périodique
défini par la suite (1.6) lorsque la fréquence w est irrationnelle.



1.4 Les résultats principaux : théoréemes 1 et 2

Les résultats de I’étude de 'opérateur h sont rassemblés dans les deux théorémes suivants.
Le premier décrit la géométrie du spectre. Le second porte sur la nature des fonctions

propres et sur la mesure spectrale.
Dans ces deux théorémes, h est 'opérateur défini par (1.1), (1.2), (1.3) et (1.6)-(1.6").
En particulier, les constantes C, ¢, p, ¢ se rapportent au choix de w fixé par (1.6) et (1.6).

Théoreme 1. On suppose C > 10.
1. 1l eziste alors g9 = eo(C,w) tel que, pour tout 0 < € < &g, la partie

Ysurf = Usurf(h) N {R\ [*47 4]}

du spectre de surface de lopérateur h située en dehors de l'intervalle [—4,4] soit contenue

I=[/C2+4-2—c\/C2+4+2+¢]. (1.7)

2. Cette partie du spectre est formée de q “zones” séparées par des lacunes :

dans lintervalle

q
Seurt = J lan bl a1 —b>0, 1=1,...,¢—1.
=1

3. 1l existe une fonction E(B) définie et continue par morceaux sur lintervalle [0,1)
telle que le spectre de Uopérateur h en dehors de [—4,4] soit l'image de Uintervalle [0,1)

par E(B) :
Yot = £([0, 1)).

4. La fonction E(B) est deux fois dérivable sur chaque intervalle de continuité et a les
propriétés suivantes :

4.1. |&'(B)| < const, pour tout 5 € [0,1);

4.2. |E"(B)| < const -2, pour tout B € [0,1);

4.3. £(B) a exactement 2q points d’extremum non-dégénérés : q mazima et ¢ minima.
Au voisinage de chacun d’euzx, on a l'estimation suivante : si 3 est tel que

IE'(B)] < const -53/2,

alors
1E"(B)| > const e~ /2.
Les valeurs extrémales de E(a) sont les extrémités des zones [a;,by], L =1,...,q.
5. Les longueurs des lacunes [by,aj11], L =1,...,q — 1 vérifient :

g2 < a4l — b < 53/2.

Remarque. Dans la suite la fonction £(3) est appelée loi de dispersion des valeurs pro-
pres.



Théoréme 2. Soit £(3) la loi de dispersion définie au théoréme 1. Alors :

1. Les fonctions propres généralisées ug(§,x) correspondant aux valeurs du paramétre
spectral E = E(B) situées dans les intervalles [a;, by], pour I =1,...,q, sont des “Ctats de
surface”.

Elles sont a décroissance exponentielle en & lorsque |§| — oo. Elles se comportent en
x comme des fonctions de Floquet-Bloch, i.e. il existe une fonction v : Xgut — R, appelée
“quasi-impulsion”, telle que, pour tout x € 7 et tout £ € Z, on ait :

up(&,x + q) = " Flyp(g, 2).

2. La quasi-impulsion y(E) définie ci-dessus est linverse de la loi de dispersion, i.e.,
pour tout E € gy, 0N a :
E(v(E)) = E.

3. La restriction a gyt de la mesure spectrale de Uopérateur h est absolument continue.
Pour tout point E € Ygu¢ distinct des extrémités des intervalles [a;,by], | = 1,...,q, sa
densité est de la forme :

rea(B) = lim ~ Im g((€.2), (6.2); B + iv) = ug (€, 2)*7 ()

ot g((&,z), (&, z); £+ iv) est l’élément matriciel de la résolvante de l’opérateur h.
4. La densité r(¢ ) (F) est de classe Ly, pour tout s € [1,2].

loc

2 Schéma des démonstrations

La démonstration des résultats que nous venons d’énoncer est de caractere constructif.
Elle comporte plusieurs étapes :

A. Réduction du probleme spectral (1.4) & un probléme spectral réduit (2.6).

B. Transformation du probléme spectral réduit Rp en un probléme associé (2.9).
C. Etude du probleme associé P, g et du probleme spectral correspondant (2.11).
D. Démonstration de la complétude locale des états de surface.

L’étape A est expliquée au paragraphe 2.1, I’étape B au paragraphe 2.2, I'étape C au
paragraphe 2.3 et I’étape D au paragraphe 2.4. L’étape C requiert des démonstrations
détaillées qui font I'objet des sections 3, 4, 5.



2.1 Le probleme spectral réduit

On se place en dimension d > 2 et on considere les opérateurs h, hg, W définis par (1.1'),
(1.2") et (1.3). Soient g((£, ), (n,y); ) les éléments matriciels de I'opérateur (b — \)~! et
go(& —n,x — y; z) ceux de lopérateur (hg — ) L.

Lemme 1. Si z € C\ R, alors

9((&;2), (1,9);2) = go(§ —my T — y; 2) (2.1)
— Y G-y (TT Y (@ v 2)g0(n, 2" — s 2),
x! ' €™
[(z) =Ty (z) + W, (2:2)

ou W est Uopérateur de multiplication par la suite w(x) dans (*(Z™) et ou To(z) est
Vopérateur dans (2(Z™) dont les éléments matriciels sont :

To(z,y;2) = 9o(0, 2 —y32), x,y€Z™. (2.3)

Démonstration. Elle s’appuie sur I'identité de la résolvante (voir [4, 14]), et, précisément,
sur la formule suivante. Si A et B sont deux opérateurs auto-adjoints, et si R4 est la
résolvante de A et Ra4p celle de la somme A + B, alors :

RA+B(Z) = RA(Z) — RA+B(Z)BRA(Z), z € (C\]R.

La démonstration consiste a appliquer cette formule pour A = hy et B = W définis par
(1.2") et (1.3). Nous renvoyons a [8] pour les détails. O

Il se pose alors la question de savoir ce qui se passe lorsque z = E € R. 1l est naturel
de s’attendre & ce que 'inversibilité de 'opérateur I'(F) joue un role essentiel. En effet,
fixons un F € R\ [—2d, 2d] pour garantir que les éléments matriciels go(§ — 0,z — y; E)
de la résolvante du laplacien hg soient bien définis et a décroissance exponentielle quand
|€ —n| ou |z —y| tend vers l'infini. Alors, si E est tel que I'™1(E) existe, la série du membre
de droite de I'égalité (2.1) converge encore et les éléments g((&, x), (n,y); F) sont tous bien
définis. Ce raisonnement permet de supposer que si, pour un £ donné, I'"!(E) existe,
alors F/ n’appartient pas au spectre de 'opérateur h.

Du point de vue de la théorie spectrale, 'inversibilité de 'opérateur I'( £) est équivalente
au fait que 0 ¢ o(I'(E)). On voit ainsi qu'il est intéressant de comparer les valeurs du
parametre spectral £ qui appartiennent au spectre de I'opérateur h et celles pour lesquelles
le spectre de T'(E) contient 0. Les résultats a ce propos sont résumés dans le lemme suivant.

Lemme 2. Soient o(h) le spectre de Uopérateur h et o(T'(E)) celui de T'(E). On a alors,
pour tout E € R\ [—2d, 2d], I’équivalence

Eeco(h) <= 0eco(I'(F)).



Si E € R\ [—2d,2d] est tel que 0 € o(T'(E)) et si g est solution de I’équation

I'(E)ep =0, (2.4)
alors la suite ug (&, x) définie par
up(é,x) = — Y go(6,x — y; B)w(y)en(y) (2.5)
yeL™

est solution du probléme spectral (1.4).

Démonstration. Ce lemme est démontré dans [5], et sa démonstration est inspirée de

Schroder [15]. O

On se place désormais en dimension d = 2. Compte tenu de la forme de la fonction
w(z) donnée dans (1.6), 'application du lemme 1 nous ramene & 1’étude de 1'opérateur
['(E) agissant dans I'espace ¢(Z) :

T(E) =Ty H(E) + C + 2 cos(2nwn).

Les éléments matriciels de I'y sont définis par (2.3).
Nous cherchons les valeurs du parametre spectral £ pour lesquelles opérateur I'(E)
n’est pas inversible, ce qui équivaut a la résolution du probléme spectral réduit Rg :

T(E)p = 0. (2.6)

Nous montrons que ’ensemble des valeurs du parametre spectral E pour lesquelles le
probléme (2.6) a une solution non triviale est I'image de I'intervalle [0, 1) par une certaine
fonction () que nous appelons loi de dispersion.

2.2 Le probleme associé

Pour étudier 'opérateur I'(F) nous utilisons d’abord la propriété de dualité de son poten-
tiel cos(2rwzx). Cette propriété remarquable a été découverte par André et Aubry (voir
[2]). 1Is ont trouvé que I'opérateur de multiplication par la suite {cos(2mwz)} dans 'espace
(?(Z) équivaut au laplacien discret par transformation de Fourier. Cette observation a eu
beaucoup d’applications dans 'analyse spectrale de I'opérateur presque Mathieu (voir,
par exemple, [3, 1, 6]). En particulier, Chulaevsky et Delyon ([6]) ont utilisé cette du-
alité d’André et Aubry pour démontrer que le spectre de 'opérateur presque Mathieu est
absolument continu lorsque la constante de couplage est petite.

En suivant I'idée d’André et Aubry, nous cherchons une solution du probléme spectral
réduit (2.6) sous la forme :

pla) = 2T0v. Y " T (2), a € [0,1/q) (2.7)

z=1



ou Y(z) = ¥(z + q) pour tout z € Z. 1l est facile de voir que le potentiel cos(2mwz) se
transforme ainsi en le laplacien discret en raison de la propriété de dualité d’André et
Aubry. Quant a Popérateur I'o(E), on remarque que ses éléments matriciels définis au
lemme 1 par (2.3) sont des transformés de Fourier de la fonction

1
V(E —2cosv)? — 4

En effet, en dimension 2, les éléments matriciels g (0, —y; F) de la résolvante du laplacien
admettent la représentation intégrale suivante :

T

, v e[-mm).

1 [T elT=u) gy
21 ) 5 /(B —2cosv)2 —4)

90(0,x — y; E) = (2.8)

I est alors évident que (2.7) transforme Ty (F) en un opérateur de multiplication. On en
déduit que les coefficients 1(z) sont solutions du probléeme suivant que nous appelons le
probléeme associé Py :

e{Y(z— 1) +¢(z+ 1)} + (C — V(B —2cos2m(wz + )2 — 4)(2) =0
Y(z+q) =9Y(z), V2 €Z, ac|0,1/q).

Notons

(2.9)

V(B,E)=C—+/(E—2cos2r()2 —4, Be€l0,1). (2.10)

Rappelons que I'application de I'identité de la résolvante nous oblige a considérer les
valeurs du parametre E en dehors du spectre du laplacien, i.e. puisque nous sommes en
dimension 2, en dehors de U'intervalle [—4,4]. On peut aussi observer que le potentiel W
de Popérateur h est > 0. Il en résulte qu’en dehors de l'intervalle [—4, 4] Popérateur h n’a
pas de spectre dans l'intervalle (—o0,4) (voir, par exemple, [11]). On va donc supposer
dans la suite que £ > 4.

Soit H.(«, E) I'opérateur associé au probleme (2.9) dans I'espace des suites périodiques
de période q :

(Hg(oz,E)z/J)(J;) =e{Y(z -1 +v(+ 1)} +V(w-z+ o E)p(z), z=1,...,q.

Pour trouver les solutions de I’équation (2.9) nous étudions d’abord le spectre de I'opérateur
H.(a, E) et son comportement par rapport aux deux parametres « et E. Nous devons
donc résoudre le probléme spectral correspondant :

H. (o, B)tp = M. (2.11)

10



2.3 Etude du spectre de 'opérateur associé H.(«, F)

Une premiere remarque tres importante que nous faisons concerne la position du spectre
de lopérateur H.(«, F) sur axe réel et sa variation en fonction du parametre £. Nous
allons nous intéresser surtout aux valeurs de E pour lesquelles zéro appartient au spectre
de H.(a, E). C’est pourquoi il convient d’éliminer au départ toutes les valeurs E pour
lesquelles on sait a priori que le spectre de cet opérateur ne contient pas 0. D’apres la
théorie générale (voir [11]), pour tout E > 4 fixé, le spectre de lopérateur H.(a, E) est
contenu dans 'intervalle

in V(B;F) —2¢, max V(B; F) + 2¢|.
L V05 ) =22 g V(B )+ 2
11 n’est pas difficile de montrer, en utilisant la forme de la fonction V(«, E) donnée dans
(2.10), que pour les valeurs du parametre E situées en dehors de I'intervalle

I=[V(C—2)2+4-2,\/(C—2)2+4+2], (2.12)

le spectre de l'opérateur H.(«, F) ne contient pas 0. On en déduit alors que 0 n’est pas
dans le spectre de l'opérateur I'(£). Vu le lemme 2, il en résulte aussitot que la partie
du spectre de lopérateur h située en dehors du spectre du laplacien, est contenue dans
Vintervalle I défini par (2.12).

Nous allons donc supposer dans la suite que F varie dans cet intervalle I.

L’avantage principal du probleéme (2.11) tient au fait que c’est un probléme en dimen-
sion finie ¢. Ceci implique que, pour tout « et tout E, le spectre de H(a, E) consiste en g
valeurs propres. Pour les calculer nous utilisons les méthodes de la théorie des perturba-
tions. Cela nous oblige a choisir la constante ¢ assez petite. Nous prenons pour opérateur
non perturbé V(a, E) Popérateur de multiplication par la suite {V(a 4+ w)}z=1,.. 4. Son
spectre est évidemment formé des points

Aila, B) =V(a4+wi; E), i=1,...,q.

Nous voulons maintenant évaluer I'effet de la perturbation eA. Chaque valeur propre
Ai(a, F) de Vopérateur H.(a, F') s’écrit formellement comme la somme d’une série qui
contient en particulier toutes les puissances des diviseurs (voir la proposition 1 et sa
démonstration) :

1 B 1 oy
Aila, E) = M(a, B) V(a4 wi; E) — V(ia+wk; E)’ '

Sl se trouve que, pour un certain entier k, les deux valeurs X\;(a, E) et Ap(a, E) sont
proches I'une de l'autre, alors les séries ne convergent pas. La forme de la fonction V,
pour un F fixé, fait que cela peut effectivement arriver pour certaines valeurs de a (voir
figure 1). En effet, comme, pour tout F fixé, toute valeur de la fonction V, sauf les
extrémales, admet exactement deux antécédents, il existe des points ay; tels que V(ay; +

11



V(a, E)

0 g 1/2 ap+wk 1

% ¥ ¥ -

«

Figure 1: Graphe de V (o, E') comme fonction de o, E étant fixé

wi, B) = V(ap; +wk, E). Si a est proche de I'un de ces points ay; les valeurs \;(a, E) et
M (a, E) sont proches 1'une de I’autre et nous ne pouvons pas utiliser les séries de la théorie
des perturbations ordinaire pour déterminer les valeurs propres \;(a, E) et \i(a, E) de
Vopérateur H.(«, E'). C’est ce qu'on appelle le phénomene de résonance.

Dans les cas de résonance nous allons utiliser une autre forme de série de perturbation
qui définit les valeurs propres correspondantes (voir la proposition 2).

Nos hypotheses permettent d’analyser avec une bonne précision le comportement des
valeurs propres en fonction des deux parametres o et . A cet effet, nous allons construire,
en suivant une idée de Ya. Sinai [16]), deux fonctions

Ao, E): [0,1)xI—R
(o, E; -) 1 [0,1) x I — £%(Z)

1 ~ L
telles que, pour tout a € [0, =) et pour tout E € I, les valeurs propres et les fonctions

propres de H.(«, F) soient données, pour m = 1,...,q, par :

Am (o, E) = Ao +wm, E)
Ym(e, ) = B(a + wm, E; - —m).

Notre but a ce stade de la démonstration est de trouver les valeurs du parametre F
pour lesquelles le spectre de I'opérateur H.(a, E) contient 0 comme valeur propre. Nous
allons donc étudier la fonction £(«) définie de facon implicite par :

Ala,E(a)) =0.

12



Une analyse détaillée de la fonction A(a, F) permet de trouver £(3) et d’en décrire assez
précisément les propriétés grace au théoreme des fonctions implicites.

Nous revenons a opérateur I'(E) en appliquant la transformation de dualité (2.7). On
voit que les suites

q
Pe(ay () = €T " PP (0, E(a)iy), a € [0,1)
y=1

sont solutions de I'équation T'(E)pg (o) = 0 pour tout a € [0, 1).
L’identité de la résolvante donne alors que la suite

o

ug)(X) == Y 90(X,(0,9); E(a))pe(@)(a, E(c); ) (2.13)

Yy=—00
est solution de I'équation :
hug(a) = E(Q)ug(a)-

Ainsi, d’apres le lemme 2, £(a) € o(h) pour tout a € [0, 1).
II nous reste & démontrer que la mesure spectrale de 'opérateur h est absolument
continue sur 'ensemble £([0,1)).

2.4 Complétude locale des états de surface

Soit &, (dE) la famille spectrale de 'opérateur h. D’apres le théoreme spectral (voir [14]),
la résolvante Ry (z) est la transformée de Borel de &, (dF) :

[ &n(dE)
- E—z"

Rp(2)

Soit {ex (V) = §(Y —X) | Y € Z%} la base hilbertienne canonique de ¢£2(Z%) et soit px (dF)
la mesure spectrale associée au vecteur ex de cette base canonique :

p)((dE) = <5h(dE)€X, 6)().

C’est une mesure réelle et positive sur R. On peut exprimer px(dE) via Rj(z) par les
formules d’inversion. Pour tout intervalle A C R et tout X € Z¢ :

1
(Eh(A)ex,ex) =lim— [ Img(X,X; FE +iv)dE.
vl0 ™ JA

En particulier, si la composante absolument continue de px(dE) est non-nulle sur un
intervalle A, nous pouvons calculer sa densité rx (F) par la formule :

1
rx(F) = lg?g;hng(X,X;E—i—iz/).
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Pour calculer cette limite nous appliquons encore une fois le lemme 1 et l'identité (2.1). 11
résulte de cette identité que

1 1
lim = Img(X, X:E +iv) = — lim — Im(I""! E+i
t}ﬁ)lﬂ' mg(X,X;E +iv) l}%lﬂ_ m(I' " Wex, Wex)(E + iv)

ot I'(2) est défini au lemme 1 et px(2) est le vecteur dans ¢?(Z) dont les composantes
sont données par :
ox(y:2) = 9o(X, (0,9);2), 2 = E +iv.

On pose : 1 = Wex. Ensuite, la transformation de dualité permet de passer de
Vopérateur I'(F) a 'opérateur H.(a, F) :

1
<F_1(E + iy)‘Pl(E)acpl(E»fQ(Zl) = /0 dOé<H€_1(O£,E +iy)¢l(aa E)vﬁbl(av E))P([l,q])

o0

PilonBsz) = ) e T g (B a).

r=—0oC

La forme de la fonction V(a, F) nous permet de calculer la limite

1
1%1 —Im [ da(H ' (a; E + iv)@1(a, E), p1(a, E))
v ™
pour tout E € £([0,1)), & un nombre fini d’exceptions pres. On trouve que, comme
fonction de F, la densité de la mesure spectrale s’écrit :

rx(B)dE = Jup(X)*y (E)

ou y(F) est la quasi-impulsion.
Ceci termine la description schématique des démonstrations.

3 Démonstration du théoreme 1 : le spectre surfacique

Comme nous 'avons déja expliqué, I'identité de la résolvante nous ramene tout d’abord
au probléme spectral réduit (2.6) pour 'opérateur I'(E) défini au lemme 1. Puis, la
transformation de dualité (2.7) nous conduit au probléme associé (2.9) et au probleme
spectral correspondant (2.11) relatif & Popérateur H.(«, E).

Dans cette section nous étudions en détail le spectre de cet opérateur H.(«, F) et nous
en déduisons l'existence et les propriétés de la loi de dispersion des états de surface de
lopérateur h.

14



3.1 Résultats perturbatifs : propositions 1 et 2

Nous allons énoncer deux propositions qui portent sur les valeurs propres et les fonctions
propres dans deux cas perturbatifs différents :

— perturbation du spectre ponctuel sans résonance (proposition 1),
— perturbation avec résonance (proposition 2).

Nous donnons des schémas de démonstration de ces deux propositions aux paragraphes
5.1 et 5.2, car nous en utilisons certains points. L’opérateur H.(«, E) s’écrit

H (o, F)=eA+V(a, F) (3.1)
ou V(a, E) est 'opérateur de multiplication par la suite
{V(a+wz; )}y, 4

définie par (2.10). Si le parametre € est assez petit on peut considérer 'opérateur eA
comme une perturbation de 'opérateur V(«, F). Il est immédiat que le spectre de V(«, F)

est formé des points
j\k(avE):V(a—i_szaE)v 1SkSQ7

et que les fonctions propres correspondantes sont
Yp(z) =6(x — k), 1<k<q.

Pour abréger les notations, nous allons omettre les parametres « et E dans les énoncés
et démonstrations des deux propositions qui suivent. Nous reviendrons plus loin a I’étude
du comportement des valeurs propres de H.(«, F) en fonction de « et de E. Notons

fio = (He — M)ty

Il n’est pas difficile de trouver que :

fe(y) =

— iy=k+£1
{ e siy , (3.2)

0 siy#k=+l1.

Il s’ensuit que
|(Hetbp) () — Abi(@)| < €
pour tout = € [1,q]. Cette inégalité nous autorise a appeler les A les wvaleurs propres

approchées de I'opérateur H.(a, E) et les 1y, les fonctions propres approchées correspon-
dantes.

Définition 2. Soit \j une valeur propre approchée de I'opérateur H.(a, ). Nous dirons
qu’elle est non résonante si pour tout j # k :

e — A > et/2, (3.3)
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Définition 3. Soient )\, et Az, deux valeurs propres approchées de H.. Nous dirons
qu’elles forment une paire résonante si
(i) pour tout j # k1, ko,

1
M =Nl > 5 eV?i=1,2 (3.4)
(ii)
Ay — Ary| < &2 (3.5)
Proposition 1 (perturbation sans résonance). Soit A\, une valeur propre approchée

non résonante. L’opérateur H. a alors une valeur propre exacte N\, et une fonction propre
associée Yy, telle que :

Vi, = Ui + Oy + 60y, (3.6)

N (He = M)k )
Seby, = % Iy bi
660k (z)| < %, V€ [l.q]. (3.7)

La valeur propre A\, vérifie :
A — x| < const - £%/2.

Démonstration. Elle fait ’objet du paragraphe 5.1. O
Proposition 2 (perturbation avec résonance). Supposons que les deux valeurs propres

approchées A\, et A\, de l'opérateur H. forment une paire résonante. L’opérateur H. a
+ . ., +
alors deuz valeurs propres Ay . et deuz fonctions propres associées 1, telles que

Uy, = Axti, + Batn, + 0UE  +00uE (3.8)
ol
f , Y;5) {fry %)
ity —As Y Lty g, 5 Uty
?éklvk? #kl,kz

10635, (@) <% Vae[lq)
et ou la matrice formée par les coefficients A4 et B+ est “presque” orthogonale :
2 2 2
|AZ 4+ By — 1] <&
|A2 + B? — 1| < &%
|A+A_ + B+B_| S 62.
Les valeurs propres /\ki,ll,62 vérifient les inégalités :

j\k -I—;\k 1 - -
Nk — {% + 5\/(>\k1 S 4f,§1(k:2)}’ < const - 3/2

Démonstration. Elle fait 'objet du paragraphe 5.2. O
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3.2 Les fonctions A(q, ), ®(a, F), E(a)

Les propositions 1 et 2 permettent de calculer les valeurs propres de 'opérateur H.(a, E)
pour toutes les valeurs des parametres « et £. Pour étudier les propriétés différentielles
du spectre comme fonction de a et de E, nous allons utiliser une représentation du spectre
introduite par Ya. Sinai dans [16].

Fixons pour l'instant le parametre £. Nous allons définir deux transformations, I'une
par rapport au parametre « :

Roa=a+w mod 1,

I’autre par rapport a x € Z :
Ter=x+1.

Nous allons noter par la méme lettre 7' I'opération induite dans ’espace des suites pério-
diques de période ¢ :

(TY)(x) = P(z +1).
Remarquons maintenant, que si une suite 1 (x) est fonction propre de 'opérateur H.(a, E)
pour la valeur propre A, alors la suite (7T'9)(z) est fonction propre de opérateur H.(« +
w, F/) pour la méme valeur propre \. Le spectre de 'opérateur H. est donc invariant par
le déplacement R, du parametre « :

o(H:(a, B)) = 0(He(Roo, E)).

Il s’avere méme qu'il est possible de trouver deux fonctions A(a, F) et ®(a, F) telles que,
pour tout a € [0,1/q] et pour tout E € I, les valeurs propres et les fonctions propres
associées de H.(a, F) soient données par :

{Am(aa E) = A(sznaa E)}mzl,...,q:
{¢m(a7 E) = T_mq)(RZLCM, E)}m=1,~~-7Q‘

Nous allons aussi étudier la fonction £(«) définie de fagon implicite par :

Ala,E(a)) =0.

3.2.1 Les fonctions Ag(a, E), ®o(a, F) et &(a) pour I'opérateur V (o, E)

Le principe de la construction des fonctions A(a, E), ®(a, E) et £(a) consiste & utiliser
les propositions 1 et 2. Nous prendrons pour opérateur non-perturbé Ho(a, F) = V(a, E),
I'opérateur de multiplication par la suite {V (o + kw, E)}p=1. 4-

Nous commencons par définir les fonctions Ag(a, E), $o(a, F) et E(a) pour Popérateur
Hy(a, E). 11 est facile de voir que dans ce cas ®o(a, E) = g et que Ag(a, E) = V(a, F)
pour tout a € [0, 1). La fonction &y () est alors déterminée par 'équation :

C

1- = 0.
V (&o(a) —2cos2ma)? — 4
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II en résulte que

Eo(a) =V C?+ 4+ 2cos2ma, a€l0,1). (3.9)
Ainsi, pour tout « € [0,1/q) et tout E € I, le spectre de 'opérateur Hy s'écrit :
q—1
o(Ho) = |J Mo(RE e, B)
k=0

et 'ensemble des fonctions propres correspondantes est

q—1
U 777 00(RE 0, E).
k=0

L’ensemble des valeurs du parametre E pour lesquelles 0 est dans le spectre est

3.2.2 Schéma de construction des fonctions A(a, E), ®(a, E) et £(a)

Nous cherchons maintenant & construire des fonctions A(a, F) et ®(«, F) telles que, pour
toutes valeurs («, E') des parametres, A(a, E) soit une valeur propre de H.(«, F) et ®(a, F)
soit une fonction propre associée. Ces conditions ne définissent pas ces deux fonctions
A(a, E) et ®(a, E) de maniere unique. Nous allons construire ces fonctions, en évaluant
effet de la perturbation —eA sur le spectre de l'opérateur Hy(«, E) et, en particulier, sur
les fonctions Ag(a, E) et Oo(a, F).

Pour trouver la valeur propre A(a, E) de lopérateur H.(a, E) en utilisant les propo-
sitions 1 et 2, il faudra, pour chaque a et chaque E, savoir si la valeur propre Ag(a, E)
de Popérateur Hy(a, E) est résonante ou non résonante par rapport aux autres valeurs
propres

Ao(a+ kw, E), k=1,...q— 1.

Ceci nous conduit a partager l'intervalle [0,1] en la partie formée des o qui sont des
valeurs résonantes et en la partie formée des a qui sont des valeurs non résonantes. Nous
allons montrer plus loin, grace aux propriétés de la fonction V(a, F), que 'ensemble des
a résonants est la réunion de 2q — 2 intervalles disjoints. L’ensemble des o non résonants
en est le complémentaire. Dans la suite nous parlerons de la partition de I'intervalle [0, 1]
en zones de résonance et en zones sans résonance.

Pour les a dans les zones de résonance, nous allons construire la fonction A(a, E)
grace a la proposition 2, alors que, pour les a dans les zones sans résonance, nous allons
la construire grace a la proposition 1. Discutons plus en détail le cas de résonance et le
mécanisme d’apparition des lacunes dans Iensemble des valeurs de la fonction A(a, E),
i.e. des zones ou cette fonction ne prend aucune valeur.
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Soit F fixé. Si « est dans I'une des zones de résonance, alors, dans le spectre de
Iopérateur Ho(a, E), il y a deux valeurs propres Ao(a) = Ag(a, E) et A\p(a) = Ag(a +
wk, E)) proches 'une de l'autre. La partition que nous choisissons garantit que ces deux
valeurs propres sont tres éloignées des autres valeurs propres, i.e. des Ag(a+wl, E) pour [ #
0, k. Nous allons voir que si € est assez petit, on peut calculer en premiere approximation
leffet de la perturbation —eA sur Ag et \; en ignorant toutes les autres valeurs propres.
C’est un argument fréquent en physique quantique. Il permet de traiter, en premiere
approximation, de nombreux systemes comme des systemes a deux niveaux.

Dans notre cas cela signifie que nous obtenons deux valeurs propres Ag(«, E) et A (o, E)
comme valeurs propres p4 (o, E) d'une matrice S = |s;]|ij=1,2 de taille 2 x 2 (voir la
proposition 2 et sa démonstration). Lors de la démonstration de la proposition 2 nous
obtenons pour pi (o, E) des expressions du type :

S11 + S22
2

Le comportement de ces deux valeurs propres, tracé schématiquement sur la figure 2,

Pt = + /(511 — 522)2 + 4s19521.

A S
.

Figure 2: Graphes de py (o, E) comme fonctions de «, F étant fixé

correspond a ce que ’on observe en étudiant la perturbation d’un systéme a deux niveaux.
On voit, en particulier, qu'une lacune se forme si ming, py (o, F) — max, p—(a, E) > 0.
Une analyse précise du comportement de la racine

V(s11 — $22)2 + 4s12501
en fonction de a nous permet de démontrer que

min g4 (a, E) —max pu—(a, E) > 0,
(0% «
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ce qui équivaut a dire que U'intervalle [max, p— (o, E), ming, py (o, E)] est une lacune dans
I’ensemble des valeurs de la fonction A(a, E). Nous obtenons également une estimation
de la longueur de chaque lacune.

Ainsi, la conséquence la plus importante du phénomene de résonance est la disconti-
nuité de la fonction Ao, E).

Il est tres important de controler a cette étape le comportement de diverses notions
en fonction du parametre E. En particulier, les intervalles de la partition pourraient
aussi en dépendre, ce qui compliquerait beaucoup les calculs. Nous allons veiller tout
particulierement a choisir la partition de fagon qu’elle soit indépendante de E, tout en
conservant les estimations nécessaires.

Le lemme 3 porte sur la partition P de l'intervalle [0,1) et sur les propriétés des
fonctions A(a, E) et ®(o, E).

Lemme 3. Soit H.(a, E) Uopérateur défini par l'expression (3.1) dans l’espace des suites

périodiques de période q. Soit
1

10-¢*

En —

On suppose que € < €g.
1. 1l existe une partition P de lintervalle [0,1) indépendante de E qui contient 2q — 2
zones de résonance disjointes O,f pourk =1,...,q—1 et 2¢—1 zones sans résonance U;

pour j=1,...,2q — 1. Elles sont telles que

q—1 2q—1
o.u\Joi=U U
k=1 j=1

2. 1l existe deuz fonctions Ao, E) est ®(a, ) définies sur [0,1) x I telles que, pour
toutes valeurs («, F) des parameétres telles que o € [0,1) et E € I, on ait :

2.1. A(a, E) est une valeur propre de l'opérateur H. (o, E) et ®(a, E) est une fonction
propre relative a cette valeur propre;

2.2. I’ensemble

{)‘k(av E) - A(a + wk, E)}kzo,...,qfl

est l'ensemble des valeurs propres de lopérateur H.(a, E) et
{¢k (Oé, E) = T_kCI)(a + ka E)}kzo,...,qfl

est l’ensemble des fonctions propres associées a ces valeurs propres.
3. Pour tout E € I fixé, les fonctions A(a, E) et ®(a, E) ont les propriétés suivantes :
3.1. elles sont continues par morceaur en « € [0,1);
3.2. la fonction Ao, E) est de classe C? en « sur chaque intervalle de la partition P;
3.3. pour tout (o, ) € [0,1) x 1,
oA 2

a—(a, E)‘ < const < 0o et ‘W(a, E)‘ < const -2 < 0.
a a
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3.4. Sur chaque intervalle U;j sauf ceux qui contiennent les points a« =0 et a =1/2, la
fonction A(a, E) est monotone, croissante ou décroissante. Sur chaque zone de résonance
et sur les deux intervalles U;j qui contiennent les points o = 0 et o = 1/2 elle a un

extremum, maximum ou minimum. Au voisinage de chaque point d’extremum elle est
telle que :

A
si —(a,E)’ < const %2, alors

Oa

5 j;(oz E)‘ > const e /2,

3.5. L’image de Uintervalle [0,1) par la fonction A(a, E) est la réunion d’un nombre
fini d’intervalles disjoints

q
A([0, 1), U (£)]
tels que, pour tout k=1,...,q— 1, on ait :
N(E) = M (B) > €2

uniformément en I € I.
4. Pour tout a fixé,

1
1. il existe deuxr constantes positives — < v1 < v9 < 00 telles que

C
oA
< — < vy;
ve < 8E(a,E) < vy
9?A
4.2. By (o, E)‘ < const < 00
ZA
4.3. ‘HiHE (v, E)‘ < const < 00.

Démonstration. L’existence de la partition P est établie au paragraphe 3.3.1. Le reste de
la démonstration est donné au paragraphe 3.3.2 pour le cas non résonant et au paragraphe
3.3.3 pour le cas résonant. [

La figure 3 représente de fagon schématique le graphe de la fonction o — A(a, E),
pour E fixé.

Une fois introduite la fonction A(a, E), le lemme 4 donne ’existence et les propriétés
de la loi de dispersion £(a).
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Figure 3: Graphe de A(a, E) pour 0 < a < 1, F étant fixé

Lemme 4. Soit A(a, E) la fonction définie au lemme précédent. Il existe une fonction
E(a) définie implicitement sur ’intervalle [0, 1) par I’équation

Ao, E(a)) = 0.

Cette fonction est continue par morceauzx. Ses intervalles de continuité sont définis par la
partition P définie au lemme précédent.

Sur chaque intervalle de la partition P la fonction £(a) est de classe C? et ses dérivées
vérifient :

1°. |€'(a)] < const, pour tout o € [0,1);

2°. |&"(a)] < &2, pour tout a € [0,1);

3°. €(a) a exactement 2q points critiques : q mazima et ¢ minima. Les point critiques

sont tous non-dégénérés. Au voisinage de chacun d’eux on a la propriété suivante :
si |E'(a)] < €32, alors |"(a)] > e /2.

4°. L’image de ’intervalle [0,1) par la fonction E(a) est contenue dans intervalle I :

£([0,1)) C I.
C’est la réunion de q intervalles disjoints :
q
£([0,1)) = | lar, ba],
k=1
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et, pour tout k =1,....q — 1,
ap+1 — by > const €2,

La figure 4 représente de fagon schématique le graphe de la fonction ().

E

0 1/2

Figure 4: Graphe de £(a)

Démonstration. Elle fait 'objet de la section 3.4. [

3.3 Démonstration du lemme 3
3.3.1 Partition P de l’intervalle [0, 1)

En accord avec la section 3.1 nous prenons dans la suite comme ensemble des valeurs
propres approchées de opérateur H.(a, F) ensemble suivant :

Me(a, B) = Ag(a+wk, E), k=0,...,q 1.
Les fonctions propres approchées correspondantes sont :
il B) = 6(-— k), k=0,....q— 1.

Soit Iy Pensemble de points « tels que V(a, E) = V(a + wk, ). L’ensemble Il consiste
en deux points af qui sont faciles a calculer, grace a Iexpression (2.10) de la fonction
V(a, E) :

k
af:l/zi% mod 1, k=1,...,q— 1. (3.10)

23



11 résulte aussitot de (3.10) que
1
lag — am| > 50 Vm # k. (3.11)
q

Il est important que ces points ne dépendent pas du parametre E. Cela nous permet de
choisir une partition indépendante de E. Notons en effet

O ={alla—af| < g vVEhk=1,....¢— L. (3.12)

11 est facile de montrer, a partir de la forme de la fonction V(a, E), que, si a appartient
a I'un de ces voisinages, par exemple a O,(gi), alors deux valeurs propres approchées de

l'opérateur H.(c, F') forment une paire de résonance pour tout £ € I. A savoir,
|Ao(e, E) — Ag(a +wk, B)| < Ve, Ya€Of; VEcI. (3.13)

Nous appellerons ces voisinages zones de résonance.

Définissons &g par :
1

T 10 g%

I1 résulte alors de (3.11) que, pour tout £ < eg, les zones de résonance sont toutes
disjointes. Ce fait est important. Il nous garantit que, si a € Oki, les valeurs approchées
Ao et Ag étant proches I'une de I'autre (voir I'inégalité (3.13)), sont loin des autres valeurs
propres approchées :

€0 (3.14)

‘AO(aaE) —A(](OJ—FCL)j,E)‘ > \/Ea v] 7é 0, k.

Le complémentaire de la réunion des zones de résonance est, a son tour, réunion
d’intervalles disjoints. C’est I’ensemble des points non résonnants.
En effet, on peut voir que si a & Uzzl O,f, alors pour tout E € [ et pour tout
j=1,...,qona:
[Ao(a B) — Ao(a +wj, B)| > VE. (3.15)

La partition de I'intervalle [0, 1] est ainsi bien définie. Nous allons passer a la construc-
tion des fonctions A(a, E) et ®(a, E).

3.3.2 Construction de A(a, E) et ®(a, F) : le cas non résonant

Supposons que a ¢ Oli U---u Of]t_l. Alors, pour tout E € I, compte tenu de (3.15), la
valeur propre approchée \g(a, E) est non résonante. D’apres la proposition 1, lopérateur
H_.(a, E) a une valeur propre exacte que nous notons pu(«, E') et une fonction propre exacte
Y (a, E) définie par les expressions (3.6)-(3.7).

11 résulte de la démonstration de la proposition 1 (voir plus loin le paragraphe 5.1) que
u(a, F) est solution de 1’équation :

,LL(Oé, E) = j‘O(aaE) - 5($1(a7 E;}L(O&, E)) + xq—l(aa E; /J(Oé,E))) (316)
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oll £1, x4—1 sont des composantes du vecteur X défini par (5.8). Pour o ¢ Ofc U--
posons

+
UOE

Ao, B) = ple, B);
O, ) =¢(a, E).

Pour alléger les notations, nous allons noter par p’ la dérivée partielle de p(«, E) par
rapport a «, et par fi sa dérivée partielle par rapport a E. Notons

T =z1(o, Esp(o, E)) + zg—1(c, B; p(a, E)).
11 résulte alors de I’équation (3.16) que

N — eq!
r_ 20
u o= 1—}_6% (3.17)
ou
et que
1 . 9%z 0%z
no__ "= r N2
1 —71 5% {/\0 eX 2€8u8a'u 58M2(,u) }
+e—
op

(3.18)
En utilisant Pexpression qui définit le vecteur X et les estimations de sa norme (voir
la. démonstration de la proposition 1) on trouve que

lez’| < const -,

07 (3.19)
‘E- —‘ < comnst -¢.
o
et que

|ez"| < const -¢'/?
ainsi que

(3.20)

62
E—I‘ < Const-el/Q,
ou?
0%F
€ x ‘ < const-el/Q.
dadu

D’ou il résulte aussitot que

|1 — A,| < const -¢;

_ 3.21
1" — NI < const -e!/2. (3.21)
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Remarquons, que sur tous les intervalles considérés ici, sauf sur les deux voisinages
des points extrémaux a = 0 et a = 1/2, la fonction V, et par conséquent Ao(c, E), est
monotone en «. Il résulte en effet de (3.11) que

< 7

Aol =~

q
Comme nous avons choisi € assez petit (voir (3.14)) nous en déduisons que sur toutes les
zones de perturbation sans résonance, sauf sur les deux qui contiennent les points a« = 0

et a = 1/2, la dérivée de p par rapport & « peut étre minorée de la méme fagon que celle
de )\0 :

1
|1/ > const v (3.22)

D’apres la définition de la partition P, les voisinages des points de maximum (o =
1/2) et de minimum (« = 0) font partie des intervalles de perturbation sans résonance.
Montrons que sur chacun de ces intervalles la valeur propre exacte u(a, F) a un point
d’extremum. Considérons le voisinage du point a = 1/2. Soit U;, la zone sans résonance

qui contient le point o = 1/2. Les deux zones de résonance les plus proches sont alors les

. oy ) . L 1 1
intervalles O] et O] centrés respectivement aux points o] = - — — et af = 3 + 20

q
Puisqu’on a choisi ces voisinages assez petits (voir (3.12) et (3.14)) on peut voir que

P'intervalle

est inclus dans la zone sans résonance U,,. Il résulte de la forme de la fonction V(a, E)
que la dérivée par rapport a o de Ag(«, F) change de signe quand « varie dans [. Il n’est
pas difficile d’estimer la valeur de cette dérivée aux extrémités de 'intervalle . On obtient
que :

1 1
Ap(1/2 4+ 4—q) > const T

11 résulte de 'estimation (3.21) que

1 1
"1/2 — =)< My(1/2 — —
W2 = ) SN2 ) e
’(1/2+i)>,\’(1/2+i)—
,LL 4q = 0 4q €.

Alors, compte tenu du fait que € < gp et que gp est défini par (3.14), on en déduit que la
dérivée de p(a, F) change de signe quand « varie dans la zone U;,. Le fait que le point
ou I'extremum est atteint soit unique et non-dégénéré résulte de I'estimation de la dérivée
seconde dans (3.21).

Fixons maintenant « et considérons pu(«, F') comme fonction du parametre F. D’apres
la théorie des perturbations classique, cette fonction est différentiable et nous pouvons
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calculer sa dérivée en FF comme suit :

ap av

8E(a’E) = <@(av E)l[),?/]> (323)

ou v est la fonction propre correspondante supposée de norme 1. Comme la dérivée de V'
est de la forme suivante :

ov E — 2cos(2ma)
. E) = —
(o, E) (F —2cos(2ra)? — 4’

oE

il résulte de (3.23) que, pour tout « et pour tout E € I,

op
Plus précisément, on a :
1 < o1 = min| 22 (. B) < |22 (0, B) < max |2 (0, B) = vs < (3.24)
e e |\ = aE |\ =B aE |\ TR '

Nous avons ainsi démontré toutes les assertions du lemme 3 dans le cas non résonant.

3.3.3 Construction de A(a, F) et ®(a, F) : le cas résonant

Supposons maintenant que o € Oki pour un certain k. Remarquons que O = RZZO,;
Alors les spectres des opérateurs H. (o, F) et H.(a +wk, E) coincident pour tout a € O, .
Sia € O, alors deux valeurs propres approchées \o(a, ) = V (o, E) et Ay (a, ) = V(a+
wk, E)) forment une paire de résonance. Les fonctions propres approchées correspondantes
sont p(a, E) = &y et ¥y(a, ) = 6. En appliquant la proposition 2 nous obtenons pour
H_(a, FE) deux valeurs propres exactes et deux fonctions propres correspondantes.

Pour abréger les notations, nous allons utiliser dans cette section la notation p4 (o, E)
pour désigner deux valeurs propres exactes de 'opérateur H.(a, E), en supposant que «
varie dans I'une des zones de résonance. Dans la suite, nous allons surtout nous fixer
sur les propriétés de ces valeurs propres comme fonctions des parametres a et . C’est
pourquoi le numéro de la zone concrete de résonance n’est pas important ici.

Notons que 'opérateur H. (a+wk, ) a la méme paire de résonance : \g = V (a+wk, )
et Xq,k. = V(a, F) avec respectivement deux fonctions propres approchées correspondantes
Py = g et "Eq—k = d,—r. En appliquant la proposition 2 on voit que l'opérateur H. (o +
wk, E) a tout a fait les mémes couples de valeurs propres exactes : pi(a + wk, E) =
ps(a, E) et de fonctions propres correspondantes 94 (a + wk, E) = T™* . (a, E). Alors,
nous pouvons définir les fonctions A(a, ) et ®(a, E) sur les intervalles Oi en posant :

M+(04,E)a sl e O[ja

Mo, B) = { p—(a, E), siae O,

27



| Yi(an E), sian;,
(e, E) { ¥ (a,E), siacO;.

Nous allons maintenant étudier les propriétés différentielles de ces deux valeurs propres.
Supposons pour simplifier que a € O, . Alors, comme on Ia établi dans la démonstration
de la proposition 2, les valeurs propres p+(«, F') sont les valeurs propres de la matrice S
de taille 2 x 2 dont les éléments sont définis par (5.20). Les pi(«, E) sont solutions de
I’équation

(811 - ,u) (322 — M) — 812 S21 = 0. (3.25)

Elles sont données par :

s11 + s
% + \/(811 — 822)2 + 4519891 (3.26)

Considérons la racine carrée \/(811 — 892)2 4 4512821. Ce terme joue un role trés impor-
tant dans les estimations qui suivent. En utilisant (5.19) et (5.20) il est facile de montrer
que

V(511 — 522)2 + 4512801 < const £/, (3.27)

Remarquons, que le terme s;1 — soo change de signe quand « varie dans une zone de
résonance. Alors, pour montrer que la racine est toujours strictement positive, il faut
étudier le produit

4512821 = 4€%§12 * Gor.

En analysant la décomposition en série des vecteurs Yy, (5.18) on peut voir que

ol > 53 [gea] >
Y12 9’ Y21 9’
On obtient alors aussitot que
V(811 — 822)% + 4512801 > €7 (3.28)

La derniere estimation est tres importante. Il s’ensuit, en particulier, que

max p_(o, E) — min p,(a, B) > &2
aE O’: ac OI;

Cela signifie que dans le domaine des valeurs de la fonction A(a, E) il se forme une lacune,
a savoir l'intervalle

(bkflaak) = ( max ,u_(a,E), min N+(O‘7E))
[e1S O]; [e1S O];

dans lequel A(a, E) ne prend aucune valeur. Il n’est pas difficile de montrer que la longueur
de cette lacune vérifie :
e? < ap — bp—1 < const £3/2,

28



La derniere inégalité est une estimation de la longueur de chaque lacune, uniforme par
rapport au parametre FE.

Passons a ’étude des dérivées des fonctions py (o, E'). En dérivant 'expression (3.25)
on obtient :

p=psi+qeshtr (3.29)
ol
_osmo M suo o Spsntsisy
s11 + 820 — 2u q_811+822*2u’ sy s 20
Remarquons que
[y — p = 811+ S22 — 2 = /(511 — S92)2 + 4512591. (3.30)

Il n’est pas difficile de vérifier que p+¢ =1, p >0, ¢ > 0. En utilisant (3.30), (3.28)
ainsi que (5.19) et (5.20) nous montrons que le terme 7 est petit :

7| < const -£'/2.

Compte tenu de la définition des éléments matriciels s;; (voir au paragraphe 5.2 la démons-
tration de la proposition 2) nous pouvons écrire, sans changer 1'ordre de grandeur de r :

py=p-Xg+q- A+

Il s’ensuit que chacun des deux p+ a un point d’extremum a4 (E) dans 'intervalle O, tel
que 1/ (a+(F), E) = 0 pour tout E € I. Notons que sy a un minimum alors que z_ a un
maximum.

En dérivant (3.29) par rapport & o on trouve que

(X, = AL)?
511 + S22 — 24

pL = pA + qA; — 2pg +r (3.31)

7| < const -e%/2
Pour estimer /i on remarque que
IpAg + qAx| < max [V (a, E)].
o, F
L’élément essentiel est ici o
(A5 — AL

—2pq .
511 + S22 — 204

Montrons que - -
eY2 <X — N| < const . (3.32)

En effet, comme les dérivées de ces deux valeurs propres sont obligatoirement de signes
différents, il suffit d’estimer |\{|. On a une majoration évidente : |\ < max V'(a, E)|.
a,
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L’estimation de gauche résulte du fait que les voisinages de deux points d’extremum de
V (e, E) ne font pas partie des intervalles de résonance.

L’estimation de s11 + s22 — 2u+ suit de (3.30) et de (3.27). On voit alors que

(Ao — A
811 + S22 — 2p+

2pq 2

< const -

d’ou 'on déduit que
|| < const e 2.

Nous venons de montrer que chacune des deux fonctions py («, F) est deux fois dérivable
en « et que chacune a un point extrémal dans son intervalle de définition. Montrons que les
extrema ne sont pas dégénérés. Pour cela regardons un petit voisinage du point extrémal
sur lequel on ait :

(o B)| < &3/2.

Montrons que |p/] (v, E)| est minoré par une constante strictement positive. Il résulte de
(3.30) et de (3.32) que

5\/ _ 5\/ 2
S11 + 822 — 24

> const -5_1/2.

On en déduit, compte tenu de (3.31), que
|1 (a, E)| > const e /2. (3.33)

Pour calculer i/, (o, Ex(a)) et fix(a,Ex(a)) nous dérivons 'expression (3.29) ce qui
donne :

L X XN — M)
£, — i+ g, — 2pg Lo = o +7 3.34
fe =pAo+ 0N = 2pg= 0 =0 (3.34)

L = (Ao — A)?
fi+ = PAo + q\i — 2pq +r (3.35)
511+ S22 — 24

avec |r| < const -e3/2. Il n'est pas difficile de voir que i/, et ji+ peuvent étre majorés par
des constantes.
3.4 Démonstration du lemme 4
Nous avons maintenant toutes les données nécessaires pour résoudre I'équation :
Ao, E(a)) =0, a€]0,1). (3.36)

et pour étudier les propriétés de la fonction £(a) ainsi définie. En effet, il résulte du lemme
3 que pour tout « € [0, 1) fixé la dérivée partielle de A(a, E) par rapport a E est toujours
positive. De plus, pour tout «, qu'’il soit résonant ou non, A(a, E) est proche de Ag(a, E) :

|A(Oé,E) - Ao(Oé, E)| <&,
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et cette estimation est uniforme par rapport a £. Comme déja mentionné, il existe une
fonction & (o) définie par (3.9) telle que Ag(a, Eg(r)) = 0. 11 résulte aussitot du théoreme
des fonctions implicites que I'équation (3.36) admet une solution, et une seule, £(a) € I
et que

E(a) = &(a)] <e.

Considérons maintenant £(a) comme fonction implicite. Les dérivées de (o) sont de la
forme :

OA
e 3—a(04,5(04))
do = A (3.37)
8_E(a’ (@)
d?E 1 92N
do? ~ 2 (o, E(a)) { da2 (o, £(a)) (3:38)
92\ e 92A de\?

Il s’ensuit immédiatement, compte tenu du lemme 3, que

|E'(a)] < comst, pour tout a € [0,1)
1 -2

= : s s L)e

IE" ()| < const - pour tout a € [0,1)

Pour étudier plus en détail la structure de la fonction £(a), nous devons considérer le cas
résonant et le cas non résonant. Rappelons que ni les zones de résonance, ni celles sans
résonance ne dépendent de E. Alors, les propriétés différentielles de la fonction £(a) sont
définies sur chaque intervalle de la partition P par la forme de A(a, E) sur cet intervalle.

3.4.1 Construction de la fonction £(a) : le cas non résonant

Supposons que
agOfU---UO; ;.

Si l'intervalle considéré n’est pas un des voisinages des points a« = 0 et a = %, nous savons

que A(a, F) est monotone sur cet intervalle. En méme temps, le lemme 3 donne que :

Z—g(a, E(a)) >0
pour tout E. Il résulte alors de I'expression (3.37) que sur chaque intervalle ou A(a, E)
est monotone en a, £(a) I'est aussi.
Si I'intervalle considéré est un voisinage d’un point d’extremum de la fonction V(a, E),
nous savons que A(q, F) a un extremum dans cet intervalle. Notons a(F) le point de
maximum (resp. de minimum) pour un E donné :

OA B
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Posons f(F) = Al(a(E), E). Alors,

df oA

o5 = 5palB),B) > 0.

Cela fait que la fonction f(E) est monotone. Pour tout a fixé, A(a, F) est monotone
en F et change de signe quand FE varie dans l'intervalle I, car, pour tout «, I’équation
(3.36) a une solution. Dans le cas de la fonction f(E), quand E varie, &(F) varie aussi.
Mais, a(FE) reste toujours dans la méme zone de la partition P. En prenant pour FE
deux extrémités de l'intervalle I, on peut montrer que f(FE) change aussi de signe quand
FE varie dans I. Elle doit donc avoir un zéro dans cet intervalle. Soit alors Ej tel que
f(Eo) = Ala(Eo), Eo) = 0. Posons ag = a(Ep). On a alors nécessairement £y = E(ap).
En mettant o dans (3.37) nous obtenons :

d&
% (ao) = 07

ce qui équivaut a dire que £(«) a aussi un extremum dans le voisinage de I'extremum de

V(a, E).

3.4.2 Construction de la fonction £(a) : le cas résonant

Supposons maintenant que « € Oki, pour un certain k. Pour définir correctement £ () sur
les zones de résonance, nous allons résoudre les deux équations

pa (o, Ex(a)) =0 (3.39)

pour a € O, et nous allons poser :

E_ (o), sia €0,
Ea) =151 €O
Er(a—wk), siacO}.

Considérons la fonction £ () définie implicitement par 1’équation (3.39). Nous avons
démontré que dans chaque zone de résonance 'une des fonctions pi (o, F) a un point
extrémal que nous notons, comme dans le cas non résonant, a4 (F). Pour ces points on
a:

Opse

oo
Posons f1(F) = ps(a+(F), E). Alors, les mémes arguments que dans le cas non résonant
permettent de montrer que chacune des deux fonctions f1 (F) est monotone en E et change
de signe quand FE varie dans l'intervalle I. Ceci nous conduit a la conclusion suivante :
chacune des deux fonctions £4(a) a un seul point d’extremum dans son intervalle de
définition.

(a+(E),E) =0, E€l.

Nous allons montrer que ces extrema ne sont pas dégénérés en obtenant une estimation
analogue a celle du lemme 3 pour les fonctions p .
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Nous considérons un petit voisinage du point extrémal ou I'on ait

dé4

el 3/2
Jo gve.

11 résulte de (3.37) et de P'estimation (3.24) que dans un tel voisinage,

)
(o, Ex(a))| < const -£%/2,

L’estimation que nous avons pour p+ (e, £) donne alors (voir (3.33)) :
) 2

WL (v, Ex ()| > const -e~1/2.

Finalement, on déduit de (3.38) que

d?Es

1/2
da? ’

> const -e

ce qu’il fallait démontrer.

4 Démonstration du théoréeme 2 : les états de surface

Nous avons obtenu dans la section précédente la description détaillée du spectre de I'opéra-
teur associé H.(a, E) pour toutes les valeurs des parametres « et E. Nous avons démontré
qu’il existe deux fonctions A(a, E) et ®(a, F) telles que A(a, E) soit une valeur propre de
l'opérateur H. (o, E) et que ®(a, F) soit une fonction propre correspondante. L’ensemble

{)‘k(av E) - A(a + kw, E)a wk(av E) - T_k(I)(a + kw, E)}kzo,...,qfl

est 'ensemble des valeurs et des fonctions propres de Popérateur H.(a, E).

4.1 Preuve des points 1 et 2 : les états de surface ug

Alors, par la transformation de dualité, les suites

q
(o, By r) = PTiOHn S 2rivnzy, (o B ) (11)

z=1

sont solutions de I’équation
F(E)(pk (Oé, E) = Ak (Oé, E)‘)Ok (Oé, E)

pour tout a € [0,1) et tout k£ € [0,¢q — 1].
Fixons un E qui soit une valeur de la fonction (), et soit « € [0,1) tel que :

E=¢&(a).
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Puisque A(a, E(a)) =0, on a :

L(E(@))po(a, E(a)) = 0.

Alors, d’apres 'identité de la résolvante, la suite

o0

up(X) = —y;oogo(X, (0,): E)po(a, Esy), w3

E=E&), acl0,1)
est solution de I’équation :
hug = Fug.

On a donc : €(a) € o(h) pour tout a € [0,1). Autrement dit,
£([0,1)) € a(h).

Montrons que les fonctions ug(X) définies dans (4.2) sont des fonctions de type Floquet-

)
Bloch. Posons E = £(a), a € [0,1). Alors,

o0

up(z+q)=— Y g6z +q—y; E)po(a,E(a);y)

y=—o00

== > gl&x -y E)go(eE(a);y + q).

y=—00
11 résulte de (4.1) que 4

ol Biy + q) = ¥ (a, Esy).
Il s’ensuit aussitot que 4

Ug (o) (&, T+ q) = €7 Mug () (€, T),

ce qui signifie que ug(§,x) est une fonction de Floquet-Bloch en z et que (E) est la
fonction inverse de £(a), c’est-a-dire que

On voit ainsi que I'ensemble des valeurs de la fonction £(«) est obligatoirement inclus
dans le spectre de 'opérateur h que nous étudions. Nous avons donc ¢ intervalles séparés
par des lacunes.
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4.2 Preuve du point 3 : absolue continuité de la mesure spectrale

Il nous reste a montrer que la mesure spectrale de 'opérateur h est absolument continue
sur chacun de ces intervalles.
Pour cela, nous étudions la limite suivante

1
lim — Img(X, X,; E +iv)

v]0 ™

1
=— 11% —Im(WT™YE +iv)T Y E +iv)p(E +iv), p(E +iv))  (4.3)
v m

ot (2, X) est le vecteur dans ¢%(Z) défini par :
o(X,y;2) = go(X, (0,9);2), =2 = E+v.
Puisque I' = 'y L+ W, on peut écrire le dernier produit scalaire comme suit :
(WTHE +iv)T Y E + iv)p(E +iv), p(E +iv))
= ([ YE+ )T HE +iv)p(E + iv), Wo(E + iv))
= ((To(E+ i) L+ W) HTo(E + iv) ™t + W)p(E + iv), Wo(E + iv))
— TYE+)Wo(E +iv), Wo(E +iv))
= (p(E +iv),Wo(E + iv)) — (IYE + iv)Wp(E +iv), Wo(E + iv))

Puisque E ¢ [—4, 4], nous avons :

1
lim — Im{(p(E +iv), Wp(E + iv)) = 0.
v|0

Le développement en série de puissances de v de la résolvante montre que 1'on peut écrire
¢(F + iv) comme la somme :

¢(E +iv) = p(E) —ivg1 (E) + O(1?)

ott ¢1(F) est un vecteur réel dans ¢2(Z) et O(v?) est un vecteur dans £2(Z) dont la norme
se comporte comme 2 quand v — 0. Notons

p1(E) = We(E).

Alors, en passant & la limite, on a

1
— hﬁ} 5 In(WIYE +iv)I' Y (E + iv)p(E +iv), o(E +iv))
v e
1
= lim Im(P~Y(E + iv)p1(E), 1(E)).
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Soit
(a E; z Z e 27rw:(wz+a)<p1(E CU)

r=—0C

Alors,
1 1 q )
(p(E;$)1 _ / do = Ze2mx(wz+a)¢l(a,E; Z)
0

q z=1

et 'on peut écrire :

1
(LHE +iv)o(E), o(E))eg) = /0 A3~ (B, E + iv)$1(B, ), $1(8, ) 2 (1.q))

ol

(D@ B)6)(8.2) = s {b(B,x = 1) + (8,7 + D} + V(wr + B, E)(5, ).

Considérons f‘(ﬂ,E + iv). Ici, il est essentiel que seul le potentiel V' dépende du
parametre E et que nous ayons sa forme exacte (voir (2.10)). Il résulte de (2.10) que, pour
tout 8 fixé, V(B, F + iv) peut étre décomposé en série de Taylor en v dans un voisinage
de E. Nous avons ainsi :

(3 E +iv) = %A+V(5 E+w)

= %A +V(B, E) + w (5, E)+0(?)

=I5, )+w (5, E) + O(?).
Alors,

11m—Im/dB Y(B,E +iv)g1(8,E), ¢1(8, E))e2((1,4))

i L 1 [ d3(E6, ) + 2 (0 )0 (B, ). 61(5. ).

v]0 T oFE (

Notons, pour simplifier, D = (o, ). Il résulte de (3.24) que D est un opérateur positif.

oF
Il posseéde donc une racine carrée positive D2, et celle-ci est inversible. Nous avons :

w(E(3,B) + D) = lm D~H2((D V2L (8, B)D M) 4 iv) D2,

1l s’ensuit que

1 ~
lim - m dﬁ (LB, E+iv)¢1(8, E), $1(8, E)) 2z

v]0 T
- IJ?SEIm/ dB (D218, E)D™V? 4 iv) ™!
x D~ V25 (ﬁa )7 —1/25 (ﬂ, )) (44)
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Pour calculer cette derniere limite nous utilisons la décomposition spectrale de I'opé-
rateur D~Y/2I'D~1/2. Comme Popérateur D~'/2T'D~1/2 agit dans un espace de dimension
q, il a ¢ valeurs propres pr(a, E)) et ¢ fonctions propres ¢ (o, E), k = 1,...,q. Le produit
scalaire qui figure dans (4.4) s’écrit alors comme suit :

q 1/2 %
1/ Nl 1/2 (D725, ¢p)|?
D12 p-1/2 1p-1/25 p-1/253 K .
(( +iv) @1, P1) ZE_I OB L

Remarquons que pour passer a la limite nous devons seulement savoir si I'opérateur
D12 D12 est inversible, ou non. Puisque D2 est un opérateur positif, les deux
opérateurs I et D~Y2I'D~1/2 gont simultanément inversibles, ou non, ce qui implique que

0€o(l(B,E) & 0co(D Y2(B,E(3,E)D Y?(3,E)).

Les transformations que nous avons faites jusqu’ici valent toutes pour tout E € I. Fixons
maintenant un o € [0,1) et posons B = E(a). Alors, I'opérateur T'(a, () a 0 pour
valeur propre. Soit ko = ko(c) le numéro de la valeur propre de I'(c, E) qui s’annule en
E=¢&(a):

Ao (@, E(0)) = 0.

11 en résulte immédiatement que :
(i) (8. E(a)) # 0 pour tout I # ko(a) et pour tout 5;
(ii) ko (B, E()) # 0 pour tout 8 # a;
(iii) o (v, E(@)) = 0 et py (@, E()) = D24y (a, E()),

ol Yy, (a, E(ar)) est la fonction propre de [(o, E(a)) associée A la valeur propre

o (@, E (@), Le. T(a, £(a))thpy (o, E(a)) = 0

o0&
Supposons que — («) # 0. Il résulte du théoréme 1 que () a un nombre fini de points

oo
d’extremum et que les valeurs qu’elle prend en ces points correspondent aux extrémités
des zones [a;, b], [ = 1,...,q, du spectre. Nous allons donc calculer la limite (4.3) pour

tous les points EF du spectre a 'exception des extrémités des bandes. En passant a la
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limite on obtient :

1
lim I dﬁ((D_l/Qf(ﬁ,E)D_1/2+iy) Lp=125,(8, E), D

v]0 T
_hm— ﬂ (D~ 1/2901a¢l>|
w0, A= / )+ 2
1 L —1/2 ~ 2
tlm ), dﬁuzow Slay) o2 PP Ol
~ UDTV2%1, dro(a, E(a))) 2
B Oty
5o (0.£(0)
_ (D731, D2y (a. E())) P
e 1, £(a)
Finalement :

1
lim 2 Tm [ dB(D-Y2F(8, BYD~Y2 4+ iv) ' D=2, (8, E), D
0

v]0 ™
_ [, ko) 2
8:”’]60 '
o (0, £(@)

Il est nécessaire de s’assurer que

Ok,
35 (, E(a)) # 0.

D™Y2.(8, )

D™'21(8, E))

Pour calculer la dérivée de ux, par rapport a § au point (o, £(a)) nous dérivons d’abord

formellement 1’égalité

D™D g1y = ping by

par rapport au parametre 3, ce qui donne :

_ %D/D—3/2 [D_l/ng_l/Q} B +D_1/2V’D_1/2¢k0

1 ~ -
5 [DTAE DT DD g+ [DTVAED TR 6, = kg bra + kg -

Posons 3 = a, E = E(a). Alors, D™'/2TD~12¢, =0 et uy,(a, E(a)) = 0. On en déduit

que :

1 _ -
D12y D2, 5 [Dfl/QI‘Dfl/Q} D'D 3¢, + [D*1/21“D’1/2] Bl = Koy Pho-
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Puisque D~/2 est un opérateur diagonal positif, Popérateur D=Y2T'D~/2 est auto-
adjoint. Le produit scalaire des deux membres de cette derniere égalité avec ¢, donne
alors :

ov

< _ aﬂko
Oa

(aaE)D_1/2¢koaD_1/2¢k0> - 86 (a,é‘(a)) <¢koa¢k0>-
oV

Puisque ¢, (o, E(a)) = DYy, (a, E(a)) et que D(a, E) = =—(a, E), il vient :

oE
oV 8#160

(G (0 g, ) = “582(0, E(0) <%

Nous utilisons encore une fois les formules de la théorie des perturbations pour les dérivées
des valeurs propres

¢kov ¢k0>

Ok oV
80[0 = <£¢kovwko>a
Ok oV
8E0 = <8—E¢kov¢ko>-

oA
dgko i 8—?(&,5(&))

RGN
doc S (0, E(a))

O, _dE
55 (@0 E(@) = go(@).

Alors, compte tenu du fait que ,on a:

Il n’est pas difficile de vérifier que le numérateur du membre de droite de (4.5) vaut :

(@1 o) |* = [up(X)[?

ot ug(X) est la fonction propre généralisée qui correspond a la valeur propre F = E(a)
définie par (4.2).

Ceci nous mene a la conclusion suivante. Pour tout a € [0,1) tel que &'(a) # 0, la
limite suivante existe :

1 |ug (o) (X)]?
Iim—Img(X, X;&(a)+iwv) =rx(a) = —"——
V10 g( y Ay ( ) ) X( ) 5’(0&)
La fonction rx(«) représente la densité de la mesure spectrale de 'opérateur h comme
fonction du parametre a.
Le dernier pas qui nous reste a faire est d’exprimer la densité de la mesure spectrale
comme fonction de £ :

up(X)[? 2.
— B 4B = Jup(X)12(B) dE (4.6)
&(v(E))] ’
ou y(E) est la quasi-impulsion. Puisque ceci est vrai pour tout £, & un nombre fini
d’exceptions pres, il en résulte que la mesure spectrale de l'opérateur h restreinte a
I'ensemble £((0,1)) est purement absolument continue.

rx(E)dE
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4.3 Preuve du point 4 : la densité de la mesure spectrale

Il s’agit de montrer que la densité de la mesure spectrale de 'opérateur h que nous venons
de calculer appartient a I'espace L*(I) pour tout s € [1,2][. Il résulte de notre construction
(voir (4.6)) que la fonction r(E) ne peut avoir d’autres points singuliers que les extrémités
des zones [a;, b], I = 1,...,q du spectre.

Soit E* 'une de ces extrémités a; ou by, [ = 1,...,q. Montrons que la fonction r(E)
1

VvE — E*
la fonction 7/ (E) = [£'(7(E))]~! (voir (4.6)). Notons a* = y(E*). Alors £(a*) = E*. 11
résulte du théoreme 1 que o est un point critique de £(«), i.e.

£'(a*) = 0. (4.7)

se comporte comme au voisinage de E*. Il suffit d’étudier le comportement de

Nous savons aussi (théoreme 1) que les extrema de la fonction £(a) sont non dégénérés.
Plus précisément, pour tout a au voisinage de o tel que

E'(a) < %2, (4.8)
ona:
E"(a) > Y2, (4.9)

Ecrivons maintenant la formule de Taylor pour la fonction £(«) au voisinage U du point
a* ou (4.9) est vraie :

E(a) =E(@*) + & (a®)(a—a*) + %5”(&)(@ —a*)?

ouaelU.
En posant a = v(E) et o = y(E£*), et compte tenu de (4.7), on trouve :

B B = L £"(@)(1(B) ~ (E"))"

Puisque (4.9) est vraie pour &, on peut écrire :
1/2

WE) = 4(E*) = ]2<E —E) (4.10)

@)
On écrit ensuite la formule de Taylor pour la fonction £'(a) au méme voisinage de a* :
Ea)=E&(a") +E&"(@)(a—a").
En utilisant (4.10) on en déduit :
E'(V(E)) = £"(@)(y(B) —=v(E*) = VE — E*- /28"(a) .
Alors, compte tenu de (4.9), on voit que 7/(E) se comporte comme \/ﬁ au voisinage
de chacun de ses points singuliers £*. Puisque le nombre de ces points est fini, on peut

en conclure que la fonction 7/(E), et par conséquent la densité de la mesure spectrale de
lopérateur h, appartient a ’espace L*(I) pour tout s € [1, 2.
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5 Preuves des résultats perturbatifs

5.1 Démonstration de la proposition 1 : perturbation sans résonance

Nous allons résoudre I’équation H 1, = iy dans la base des fonctions propres approchées.
Nous cherchons la fonction propre v sous la forme :

Uk =k + > ity (5.1)
J#k

Puisque dans notre cas particulier les fonctions propres approchées coincident avec la
base canonique, nous avons aussitot, compte tenu de la forme des vecteurs fr donnée dans

(3.2), le systeme d’équations suivant pour les coefficients z;, j # k et le parametre p.
S\k —e(Th—1 + Tp11) = p (5.2)

(= Xi)zi +e(wicy +2i41) =0, i#Fkk+1,k—1

(1 — A1) Tpa1 + ETpa2 = €. (5.3)
Supposons d’abord que p est un parametre indépendant. On calcule les coefficients

xj(p) en résolvant le systeme d’équations (5.3). Nous introduisons les matrices suivantes
pour représenter ce systéme sous forme matricielle : la matrice diagonale D définie par

Dij=6i(n— %), i.j#k
et la matrice F' = (Fjj); jx définie par
—e sili—jl=1,4,j #k+1,
—e sii=1, j=q,

—€ sii=g¢q, 7=1,

0 sinon.

On note gi le vecteur défini par {gx(j) = fx(j), j # k}. Le systeme (5.3) est alors
équivalent, a I'équation matricielle :

(D-F)X = g, (5.4)
ot X = {z;};+k-
La forme (3.2) des vecteurs f; entraine que ||F|| = 2e.

Supposons que le paramétre p varie dans un petit voisinage de . De facon précise,
supposons que :

1
lw— | < 551/2. (5.5)

La condition de non résonance (3.3) entraine que, pour tout j # k :

- 1
=2l > 56t (5.6)
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Alors, la matrice D est inversible et 'on a les estimations suivantes :

ID7Y <2e Y2 |IDTIR| < 26V2 (5.7)
L’équation (5.4) admet alors pour solution
oo
X=(-D"'F)'D7'g+D7'g+ D'FD g+ > (DT'F)' D7 g, (5.8)
1=2

11 résulte de (5.7) que
|z;] < const-e¥/2,  j#k. (5.9)
Reportons les coeflicients x; ainsi trouvés dans I’équation (5.2). Nous obtenons I’équation
suivante pour yu :
p= g — e(xp—1(p) + zry1(1)) (5.10)
Le membre de droite de (5.10) est continu en u. Il n’est pas difficile de démontrer qu’il est
dérivable en u et que les hypotheses du théoreme du point fixe sont vérifiées pour I’'équation

(5.10). Elle admet donc une solution, et une seule, dans I'intervalle |u — Ag| < /6. 11
résulte de plus de 'inégalité (5.9) et de (5.10) que

|
|M—AM§§§”. (5.11)

Alors, en reportant dans (5.1) les coefficients z; sous la forme (5.8), on peut représenter
la fonction propre v comme dans (3.6), avec

£ €
F L NI —
Al — Ap—1 Me— g1
L’estimation (3.7) résulte alors de (5.8), (5.7)-(5.9) et (5.11). Ce qui achéve de prouver la
proposition 1. O

5.2 Démonstration de la proposition 2 : perturbation avec résonance

Comme dans le cas précédent nous cherchons la fonction propre ¢ sous la forme d’une
combinaison linéaire des vecteurs ¢;, j =1,...¢:

kyky = Ak, + B, + Z ;.
J#k1,k2
L’équation H.Y = u1p nous donne le systeme d’équations a coefficients inconnus A, B, u
et {xj}j#kl,b :

Ap = Aj\kl + Afiike, + B fror, + Z Zj fiky (5.12)
JF#k1,k2
Bu = BS\]€2 + BkakQ + Afk1k2 + Z xjfjk2 (513)
J#k1 ko
Tip =N+ Afj + Bfuoj + Y aufiy. (5.14)
I#k1 k2
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Tout comme dans la démonstration de la proposition 1, nous trouvons d’abord les coeffi-
cients z; des équations (5.12)—(5.14), en supposant que g est un parametre indépendant.
Soient

Gk; = ik Vithr hor 1= 1,25
X = {2}z k-
On peut écrire le systéeme d’équations (5.12) (5.14) sous la forme d’une équation matricielle
(D —F)X = Agy, + Bgy, (5.15)
ou D est une matrice diagonale dont les éléments sont définis par
D = (3i(n — ;\j))i,#kl,kg

et olt F' est une matrice de norme || F|| = 2e.
Supposons que le parametre p varie de telle facon que

lw—Aj| > e2 V) # ky, ko (5.16)
On a alors :

ID7H| < e

5.17
ID1F| < £Vt (547

11 en résulte aussitot que ’équation (5.15) a une solution de la forme : X = AYy_1 + BYj,
ou, pour i = 1, 2,

Yi, = (- D'F)'D g, (5.18)

oo
=D7'gr, + DT'FD g +> (DT'F)D7 gy
=2
On déduit facilement de (5.18) I'estimation suivante :

¥4, < const -£'/2. (5.19)

Ensuite, en reportant les coefficients z; dépendant de p dans les équations (5.12)-(5.13),
nous obtenons un systeme d’équations linéaires permettant de déterminer les parametres
inconnus A, B et u. Notons S = ||sij||?7j:1 la matrice de ce systeme. Ses éléments
matriciels sont de la forme :

$11 = Mgy, — €911 512 = —€Y12
891 = —€¥Y21 520 = Ap, — €Y22 (5.20)
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ou ¥; est la somme de deux des coeflicients y](-ki)
ou fj, est # 0.

Le systéme que nous avons ainsi obtenu signifie que u doit étre une valeur propre de
la matrice S, donc solution de I’équation :

correspondant aux valeurs de l'indice j

(811 - ,u) (522 — ,u) — 812 821 = 0. (5.21)

Cette équation a deux solutions :

S11 + S22 4

5 V(511 — 822)2 + 4812891, (5.22)

Ht =

et 'on a deux vecteurs propres correspondants (gi) et (g: )

Notons que dans les formules (5.20) les coefficients s;; dépendent tous du parametre
u. C’est pourquoi les deux égalités (5.22), avec + ou — devant la racine carrée, sont
des équations qui donnent deux valeurs propres ps de Popérateur H.(o, ). On peut
démontrer I'existence de solutions de ces équations de la méme fagon que dans la propo-
sition 1.

Le fait que les solutions ainsi obtenues vérifient la condition (5.16), nécessaire pour la
convergence des séries dans (5.18), résulte de la définition des valeurs propres résonantes
(3.4)-(3.5). En effet, en utilisant (3.5), (5.20) et (5.19), on obtient I'estimation :

|y — p—| = \/(811 — 899)2 + 4812891 < l/2,

L’expression (5.22) entraine alors que

|p4 — max{s11, s22}| = [~ — min{s11, s22}|

1
= §|\/(811 — 899)2 4+ 4812891 — |s11 — S22
< const -53/2.

3/2

Comme |[s;; — S\ki| < const -°/# on obtient finalement :

s — max{j‘kla X762}| = |p- — min{xku 5‘k2}|

< const - 53/ 2,

Les démonstrations des autres estimations de I’énoncé de la proposition 2 ne présentent
pas de difficultés particulieres et nous ne les donnons pas.
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